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GEOMETRIA SOLIDA 

* ■ — stag n e*»» 

CAPITOLO I. 



DELLA LINEA RETTA E DEI. PIANO IN GENERALE. 



1. Jja Geometria Solida considera l’estensione nelle sue Ire 
dimensioni ; per cui le linee rette ed i piani si riguardano come 
situati in qualsivoglia modo nello spazio. E qui giova ricordarsi che 
la linea retta è di sua natura indefinita, come pure il piano, ahben- 
chè spesso occorra di dover considerare soltanto una parte limitata 
dell’ una, o dell'altro. Laonde quando si dice che un punto è situato 
fuori di una linea retta, o fuori di un piano, si deve intendere che 
il punto accennato trovasi al di sopra , o al di sotto della retta , o 
dei piano. 



rr.oposiziONE i — teorema. 

2. Una linea retta non può avere una sua parte in un piano , e 
la rimanente fuori del piano medesimo ( fig. 1 ). 

Dimostrazione. Rappresenti la figura MN un piano qualunque, 
c si supponga che la linea retta ABD abbia una parte Ali nel piano 
MN , e la rimanente BD fuori di questo piano. Essendo AB una li- 
nea retta , essa potrà prolungarsi in C nel piano MN ; per conse- 
guenza le due rette ABD, ABC avrebbero due punti comuni A',' e B 
senza coincidere in tutta ta loro estensione ; ma ciò è impossibile , 
dunque una linea retta non può avere una parte in un piano , e la 
rimanente fuori del piano medesimo. C. D. D. 

3. Corollario. Apparisce da questo teorema che una linea retta 
non può incontrare un piano in più di un punto ; poiché sé io in- 
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contrasse in «lue {imiti, dovrehh'esserc tutta intera situata nel piano 
medesimo. Il punto d’incontro di una retta con un piano è il piede 
della retta sullo stesso piano. 

rnorosiziONE il — teorema . 

4. Un triangolo qualunque è situato sopra lo stesso piano 

(fig-2). 

Dim. Sia ABC un triangolo qualunque. Se una sua parte BDEC 
fosse situala in un piano, e la rimanente DAL in un altro, la retta 
Ali avrebbe una sua parte BD nel primo piano , e 1 altra DA nel 
secondo ; il che non può sussistere ( n° 2 ) ; dunque un triangolo è 
sempre in uno stesso piano. C. D. D. 

5. Corollario. Si deduce da questo teorema che 

per tre punti A,B,C non disposti in linea retta passa un solo e me- 
desimo piano. 

infatti, congiungendo i tre punti colle rette AB, AC, BC, il trian- 
golo ABC è situato in uno stesso piano. Qnindi per un punto A po- 
sto fuori di una retta BC, e per questa retta medesima si può sem- 
pre far passare un piano ; poiché basta prendere due punti B, e C 
ad arbitrio nella retta accennata , e condurre un piano per i tre 
punti A, B, C. 

PROPOSIZIONE III — TEOREMA. 

6 . Due rette che s' incontrano sono situate in un medesimo pia- 
no ( fig. 3 ). 

Dim. Perocché, prendendo ad arbitrio due punti P e N nelle due 
rette NM, e PQ che s’ incontrano nel punto F , e condotta la retta 
PN, le due linee PF, c Ti U sono situate nel piano del triangolo 
PFN-. per cui anche le rette NM, e PQ dovranno trovarsi nel me- 
desimo piano ( n° 2 ). C. D. D. 

PROPOSIZIONE IV — TEOREMA. 

7 . Una retta che incontra due altre situate in un piano , dovrà 
trovarsi nel medesimo piano ( lig. 4 ). 

Dim. Infatti , supponendo che la retta HO incontri le rette AB, 
c CD situate in uno stesso piano, i punti L, ed .é/d incontro si tro- 
veranno nel detto piano ; c però tutta la retta HO dovrà stare nel 
piano medesimo ( n° 3 ). C. D. D. 

rr.orosiziONE v — teorema. 

8 . L' intersezione comune di due piani che s incontrano è una 
linea, retlu ( fig- 5 ). 
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Dim • Sia AB 1 intersezione tonnine ili due piani MN , PQ. È 
manifesto in primo luogo thè questa intersezione dev’essere una li- 
nea ; poiché se fosse una parie delle due superficie piane , queste 
avrebbero più di due punti comuni, e però dovrebbero coincidere 
( n° 5 ) contro la supposizione. In secondo luogo la linea accennata 
dev’ esser retta , perchè se in essa si trovassero soltanto Ire punti 
non disposti in linea retta, i due piani dovrebbero combaciare ; ma 
ciò è anche contro la supposizione , dunque 1 intersezione comune 
di due piani è uua linea retta. C. D. D. 

9. Scolio. I principi fin qui esposti sono, come si è visto, corol- 
lari manifesti (iella nozione che abbiamo della linea retta, e del pia- 
no-, in guisa che si potrebbero considerare quasi come assiomi. Èssi 
sono della più grande importanza, perchè sopra siffatti prìncipi sem- 
plicissimi è stabilita tutta la geometria solida. 

Or siccome nella geometria piana la prima cesa che abbiamo con- 
siderala è stalo fi incontro , o il non incontro delle rette situale in 
un piano , cosi pure nella geometria solida la prima cosa da consi- 
derarsi dovià essere l'incontro , o il non incontro delle linee rette 
con i piaui, e l'incontro, o il non incontro dei piani fra loro, senza 
che lo spazio rimanga chiuso da per ogni dove. 

CAPITOLO IL 

DELLE DETTE FERTEISDICOLAHI , ED OBLIQUE AI PIANI. 

10. Per una medesima linea retta AP ( fig. 0 ) può passare una 
infinità di piani diflerenii dappoiché un piano può girare intorno di 
una linea retta condotta per due dei suoi punti , e prendere in 
questo modo un numero infinito di situazioni diverse senza che i 
punti della retta cangiano sito. Ciò premesso , si facciano passare 
per la retta AP due piani differenti APB, ed APC, indi da un me- 
desimo punto Pdi questa retta si conducano sopra AP le perpendi- 
colari PB, PC , r,una nel piano APB , e l'altra nel piano APC. Or 
queste due perpendicolari determinano la posizione di un piano MN, 
poiché s’ incontrano nel punto P ( n° G ) , per conseguenza riesce 
naturale il ricercare se tirando pel punto .Pnel medesimo piano MN 
una qualunque altra retta PI) , questa sia pure perpendicolare 
ad AP. 

rnorosizioNE vi — teorema. 

1 1 . Se una retta AP è perpendicolare a due rette PB, PC che 
s inter segano nel suo piede P nel piano !VHV , essa sarà perpendi- 
colare a qualsivoglia retta PD condotta pel punto 1’ nel piano me- 
desimo ( lig. G ). 

Dim. Si prolunghino le rette PB , PC, PD, si prenda PB ugua- 
le a PII, PC uguale a PE, e si tirino le rette BC, EH, indi da un 
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punto A della perpendicolare AP si conducano le rette AB , All , 
AC, AE, AD, AF. 

Poiché l'angolo BPC è uguale al suo verticale E PII, il triangolo 
BPC sarà uguale al triangolo EP1I-, per conseguenza si avià BC— 
Eli, e l'angolo PCD = PEF. Or essendo l’angolo DPC uguale al 
sno verticale EPF , ed il lato PC — PE , ne segue che il triangolo 
DPC è uguale al triangolo EPF ; e perciò sarà PD — PF, e DC — 
EF. Da un’ altra parte nel piano AB1I le oblique AB, All sono 
uguali come equidistanti dalla perpendicolare AP , e lo stesso deve 
dirsi delle oblique AC AE nel piano ACE, dunqne i triangoli ABC, 
AEll sono equilateri fra loro, e però l'angolo ACDò uguale all'ango- 
lo AEF. Quindi i due triangoli AEF, ACD hanno un angolo uguale 
compreso fra lati respettivamentc uguali, per cui sono uguali, ed il 
lato AD è uguale ai tato AF. Finalmente i triangoli APD, APF ri- 
sultano equilateri fra loro, e però l’angolo APD sarà uguale all'an- 
golo APF, ovvero AP è perpendicolare a PI). C. 1). 1) 

12. Scolio I. Una retta dicesi perpendicolare ad un piano quando 
è perpendicolare a tutte le rette che passano pel suo piede in questo 
piano; poiché in tal caso forma angoli adiacenti uguali con tutte le 
rette accennate. 

Reciprocamente, un piano si dice perpendicolare ad una retta al- 
lorché contiene tutte le perpendicolari condotte a questa retta per 
un medesimo punto di essa. 

13. Scolio il. È facile vedere che la proposizione precedente 
equivale alla seguente : 

Se l angolo retto APC gira intorno ad un suo lato AP supposto 
immobile , l altro lato PC che non cesserà di essere perpendicolare 
ad AP, descriverà nel suo movimento il piano I\1N perpendico- 
lare ad AP. 

Infatti, supponendo clic il lato mobile PC sia giunto in PB , il 
piano che passa per queste due rette é determinato, e la retta PC in 
tutte le sue posizioni non potrà mai trovarsi fuori di questo piano, 
perchè tulle le rette che si conducono pel punto P nel piano MA 
sono psrpcndicolari ad AP. 

rnorosiziONE vii — teoresi a . 

li. Per un punto dato non si può condurre ad un piano che 
una sola perpendicolare ( fig. 7 ). 

Dim. Sia A un punto situato fuori del piano MN , e si supponga 
• he le rette AP , AD sieno due perpendicolari a questo piano ; indi 
si conduca la retta PI). Nel triangolo APD vi sarebbero due angoli 
retti ; il che è assurdo ; dunque dal punto A non si può abbassare 
sul piano MN che una sola perpendicolare. 

Se poi il punto dato è P nel piano MN, e si supponga clic le ret- 
te P i, PE sieno due perpendicolari al pia.-io medesimo , allora fa- 
cendo passare [ter le Jclle perpendicolari un piano che tagli il piano 
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MN secondo la reità PD. gli angoli API), EPD sarchierò retti am- 
bedue; e però la parte sarebbe ugnale al tutto; il che non può sus- 
sistere . dunquo per un punto dato non si può condurre ad un pia- 
no che una sola perpendicolare. C. D. D. 

PROPOSIZIONE Vili — PROBLEMA . , 

15. Per un punto A situato fuori di ttn piano MN abbassare 
una perpendicolare sopra questo piano ( fig. 8 ). 

Soluzione". Si conduca una retta BC nel piano MN , per questa 
retta e pel punto A si faccia passare un piano ( n° 5 ), indi in que- 
sto si abbassi sopra BC la perpendicolare AD, e dal punto D si con- 
duca nel piano MN la retta DP perpendicolare a BC. Finalmente 
si faccia passare un piano per le rette AD, DP, ed in questo piano 
si cali sopra DP la perpendicolare AP , questa sarà perpendicolare 
al piano MN. 

Infatti, si prenda BD ss CD, e si tirino le rette PB, PC, AB, AC. 
Il quadrato di AB c uguale ai quadrali di AD, e DB. poiché è retto 
l’angolo ADB-, ma per la stessa ragione il quadrato di AD è uguale 
alla somma de'quadrati di AP, PI), dunque saia il quadrato di AB 
uguale alla somma dei tre quadrati di AP, PD, DB, ovvero de'qua- 
drali di AP, PB, perchè è retto l’angolo PDB. Quindi l’angolo APB 
è retto, e nello stesso modo si dimostra che l’angolo APC è retto , 
per conseguenza AP è perpendicolare al piano MN (n° 1 1 ).C.D.F. 

FROFOSIZIONE IX — TEOREMA. 

1G. Se da un punto A situato fuori di un piano MN si conduca- 
no sopra questo piano la perpendicolare AP , e differenti oblique 
All AD, AC, Ali, ecc. 

1 0 La perpendicolare sarà più corta di ogni obliqua. 

2“ Le oblique equidistanti dalla perpendicolare saranno uguali 
fra loro. 

3. Di due oblique qualunque quella che più si allontana dalla 
perpendicolare sarà la più lunga ( Fig. 6 ). 

Dim. Infatti, se si conducano le rette PB, PD, PC, PE, ecc.; c 
si facciano girare gli angoli retti APC, API), APE , ecc: intorno 
ad AP, tutte le oblique potranno ridursi ad essere situate in imme- 
desimo piano ABU-, e per conseguenza il teorema proposto si dimo- 
strerà come nella geometria piana ( n° 75 ). C. D. D. 

PROPOSIZIONE X — TEOREMA. 

17. Se da un punto A della retta AD obliqua al piano MN si ab- 
bassi la perpendicolare AP sopra questo piano, e si conduca la 
. retta DP, l'obliqua AD sarà perpendicolare alla retta BC tirata 
perpendicolarmente a DP nel piano MN ( fig. 8 ). 
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Dim. Si prenda BD — CD, e si tirino le rette PB, PC, AB, AC. 
Essendo BD — CD le oblique PB. PC saranno uguali, perchè equi- 
distanti dalla perpendicolare PD. Parimente le oblique AB, AC sa- 
ranno uguali come equidistanti dalla perpendicolare AP, dunque ri- 
spetto ad AD le rette AB AC sono due oblique uguali, e per con- 
seguenza AD è perpendicolare a BC. C. D. D 

18. Corollario. Essendo la retta BC perpendicolare alle due rette 
DP. e DA, sarà perpendicolare al piano APD che passa per le rette 
medesime ( n° 1 1 ). 

rnoposiziONE xì — problema . 

19. Da un punto D situalo nel piano MN innalzare una perpen- 
dicolare sopra questo piano ( fig. 9 )• 

Sol. Da un punto ^situato fuori del piano MN si abbassi sopra 
questo piano la perpendicolare AP, e si conduca la retta PD, indi 
si faccia passare per le rette AP, PD un piano, nel quale si tiri la 
retta DE perpendicolare a DP. sarà DE la perpendicolare richiesta. 
Infatti, se si conduca la retta BC perpendicolarmente a DP nel pia- 
no MN, l'angolo EDB sarà retto; poiché BD è perpendicolare al 
piano APDE ( n° 18 ), c per conseguenza dev'essere perpendicolare 
a DE. Ma per costruzione è retto 1 angolo EDP , dunque la retta 
ED é perpendicolare alle due rette DP, DB, e però è perpendico- 
lare al piano MN. C. D. E. 

rr.orosiziONE xn — problema . 

20. Per un punto 0 di una retta AE condurre un piano perpen- 
dicolare a questa retta ( fig. IO ). 

Sol. Si facciano passare per la retta data due piani qualunque. 
In uno di questi piani si conduca la retta Oli perpendicolare ad AE-, 
c nell’altro la retta OC auclie perpendicolare ad AE. finalmente 
per le rette OB, OC si faccia passare un piano MN, questo sarà 
perpendicolare alla retta data ( n° 12 ); poiché essendo AO perpen- 
dicolare all»; due rette OB, OC, dev’essere perpendicolare al piano 
determinato da queste rette. C. D. F. 

rnorosizioNE xui — problema. 

21. Per un punto D situato fuori di una retta AE condurre un 
piano perpendicolare a questa retta ( fig. 10 ). 

Sol. Pel punto dato B e per la retta AE si conduca un piano, in 
questo piano si abbassi BO perpendicolare sopra AE, secondo que- 
sta retta si conduca un altro piano qualunque , ed in questo piano 
s innalzi OC perpendicolare ad AE. Finalmente per le rette BO, ed 
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OC si faccia passare un piano,- questo sarà il piano richiesto; poiché 
contiene BO, ed OC ambedue perpendicolari ad AE. C. D. F. 

CAPITOLO III. 

DELLE RETTE PARALLELE FRA LORO , E DELLE RETTE 
PARALLELE AI PIANI. 

22. Nella proposizione X si è visto che le rette BC, AP, situate 
l'ima nel piano MN, l'altra nel piano APD, sono perpendicolari ad 
una medesima retta DP. Or è da osservarsi che quantunque queste 
due perpendicolari non possano incontrarsi, pure non si dicono pa- 
rallele ; dappoiché si è convenuto di chiamar esclusivamente rette 
parallele quelle eh’ essendo situate in un medesimo piano non s’ in- 
contrano mai. Eppcrò quando si mette per ipotesi che due relte da- 
te sono parallele , si sottintende implicitamente che sono poste in 
un medesimo piano. Da ciò ne consegue che 

Due rette parallele determinano la posizione di un piano. 

23. lina retta si dirà essere parallela ad un piano allorché pro- 
lungandosi l'una c l’altro non s incontrano mai. 

PROPOSIZIONE XIV — TEOREMA 

24 . Se due rette AP, ED sono parallele , ed una di esse è per- 
pendicolare ad un piano MN, anche l'altra sarà perpendicolare al 
medesimo piano ( hg. 9 ). 

Dim. Sia AP perpendicolare al piano MN: si tirino le rette PD, 
AD , e nel piano MN si conduca a DP la perpendicolare BC, que- 
‘ sta sarà pure perpendicolare al piano APD ( n u 18 ), ovvero al pia- 
no APDE delle parallele AP, DE. Quindi sarà retto l'angolo EtìB-, 
ma in virtù delle medesime parallele è anche retto l'angolo EDP, 
dunque la retta ED è perpendicolare alle due DB, DP, e per con- 
seguenza al piano MN. C. D. D. 

. PROPOSIZIONE XV TEOREMA. 

25. Due rette AP, ED perpendicolari ad un medesimo piano MN 
sono parallele fra loro ( ng. 9 ). 

Dim. Perocché , se ED non è parallela ad AP, si conducano le 
rette PD, AD , e nel piano APD si tiri pel punto D una retta pa- 
rallela ad AP, la quale sarà perpendicolare al piano MN ( n° 24 ). 
Quindi si potrebbero innalzale nel punto D due perpendicolari ad 
un medesimo piano ; il che è assurdo; e però ED è parallela ad 
AP. C. D. D. 

26. Corollario. Segue da questo teorema che per un punto P pre- 
so fuori di una retta ED non si può condurre a questa retta che 
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una sola parallela PA. Infatti, pel punto P si faccia passare nn pia- 
no MN perpendicolare alla retta DE ( n° 20 ); se pel punto P si 
potesse condurre a DE un'altra parallela , questa sarebbe perpen- 
dicolare al piano MN. ed allora per uno stesso punto si potrebbero 
innalzare due perpendicolari al piano MN ; il che non può sussi- 
stere. 

FI’.OFOSIZIONE XVI — PROBLEMA. 



27 . Per un punto dato condurre una parallela ad una retta data 

( fi K- 9)- 

Sol. Sia P il punto dato, e DE la retta data; per questo punto e 
la retta accennata si faccia passare un piano, nel quale si conduca 
PA parallela a DE, è manifesto che PA sarà la parallela richiesta. 
C. D. F: 

proposizione xvti — teorema 

28. Due rette AB, DF parallele ad una terza CE sono parallele 
fra loro ( lig. 1 1 ). 



/ 



Dim. Per un punto E della retta CE si conduca un piano per- 
pendicolare a questa retta (n° 20), le rette AB, DF essendo per ipo- 
tesi parallele a CE. saranno perpendicolari al piano MN ( n° 24), 
c però saranno parallele fra loro. C. D D. 

29. Scolio. Il teorema analogo; cioè quando le tre rette sono situale 
in un medesimo piano è stato dimostrato nella geometria piana 
( n° 48 ). 

proposizione xvm — teorema 

30. Se una retta AB situata fuori di un piano MN è parallela 

ad una retta qualunque CD condotta in questo piano , essa sarà 
parallela al piano medesimo ( fig. 12). • 

Dim. Essendo parallele le rette AB, CD, saranno situate in un 
medesimo piano ABCD, per conseguenza se AB prolungata incon- 
trasse il piano MN, dovrebbe ancora incontrare la retta CD, con- 
tro la supposizione; dunque AB è parallela al piano MN. C. D. D. 

CAPITOLO IV, 

DEI PIANI PARALLELI FRA LORO. 

31. Due piani si dicono paralleli allorché prolungati indefinita- 
mente non possono incontrarsi. 

PROPOSIZIONE XIX TEOREMA 



32. Due piani MN, P Q perpendicolari ad una medesima retta 
AB sono paralleli fra loro ( fig. 13 ). 
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Dim. Perocché se i due piani non sono paralleli, prolungati suffi- 
cientemente dovranno incontrarsi: sia O un punto della loro comu- 
ne intersezione, e da questo punto si tirino le rette OA, OB. Essen- 
do per ipotesi la retta AB perpendicolare ai due piani , gli angoli 
OAB. ÒBA saranno retti ( n° 1 1 ); per conseguenza nel triangolo 
- OAB vi sarebbero due angoli retti; il die è assurdo; dunque i due 
piani sono paralleli. C. D. D. 



rnopojizioNE xx — teorema. 



33 Le intersezioni AB, CD di due piani paralleli MN , PQ con 
un terzo piano ABCD sono parallele fra loro ( fig, 12 ). 

Dim. Infatti, se AB potesse incontrare CD, il punto d’incontro 
dovrebbe trovarsi nei due piani MN, PQ ; ma per ipotesi questi due 
piani sono.paralleli, e perciò non possono avere alcun punto comu- 
ne, dunque anche AB é parallela a CD. C. D. D. 

rnorosiziONE xxi — - teorema . 

34. Se due piani MN, PQ sono paralleli, ogni retta AB perpen- 
dicolare all’uno è ancora perpendicolare all'altro ( fig. 13 ). 

Dim. Sia AB perpendicolare al piano PQ ; si conduca una retta 
BC comunque nel piano medesimo, indi per le due AB, BC si fac- 
cia passare un piano che tagli il piano MN secondo la retta AD. 
Essendo per ipotesi paralleli i due piani MN , PQ , le intersezioni 
AD, BC di questi piani col piano DABC saranno parallele ( n° 33); 
ma AB è perpendicolare a BC, perchè si è supposta perpendicolare 
al piano PQ., dunque AB sarà ancora perpendicolare, ad AD-, e sic- 
come per ipotesi BC è una retta qualunque, ne segue che AB è per- 
pendicolare a tutte le rette che passano pel suo piede nel piano. MN, 
ovvero è perpendicolare a queslo piano. C. D. D. 

35. Corollario I. Da questo teorema s’inferisce che per un punto 
B situalo fuori di un piano MN non si può condurre che un solo pia- 
no parallelo al piano MN. Perocché , se si potessero condurre due 
piani paralleli, essi sarebbero ambidue perpendicolari alla retta AB 
abbassata dal punto B perpendicolarmente sopra il piano MN, ed in 
tal caso per un punto di una retta si potrebbero innalzare due piani 
perpendicolari alla retta medesima; il che non può sussistere ( n°20) 

36. Corollario II. Due piani paralleli ad un terso piano sono pa- 
ralleli fra loro: poiché se s’incontrassero, da un punto della loro co- 
mune intersezione si potrebbero condurre due piani paralleli ad un 
altro piano; il che è impossibile ( n° 35 ). 

PROPOSIZIOXE XXII PROBLEMA. 

37. Per un punto dato B condurre tiri piano parallelo ad unpia- 

no MN ( fig. 13 ). ’ 
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Sol. Dal punto B si aitassi sopra il piano MN la perpendicolare 
B.4, indi pel medesimo punto si conduca un piano PQ perpendico- 
lerc alla retta BA ( n°20), è manifesto che PQ sarà il piano richie- 
sto ( n°32). C. D. F. 1 

rr.oposizioNE xxm — teorema. 

"38. .£e rette parallele AC, BD comprese fra i piani paralleli 
MN, PQ sono uguali fra loro ( fìg. 12 ). 

■Dim. Infatti, essendo AC parallela a BD, esse saranno situate in 
un medesimo piano ABDC, di cui le intersezioni con i piani MN , 
•PQsono parallele ( n°33). La figura ABDC è dunque un parallelo- 
grammo ; e però si avrà AC— BD. C. D. D. 

3!t. Corollario. Da questo teorema si deduce che 

Due piani riamiteli sono equidistanti fra loro. 

Infatti, se due rette. AC, BD sono perpendicolari ai piani ( fig. 12 ) 
PQ, MN, ciascuna di esse misurerà la più corta distanza di questi 
piani, perchè ogni obliqua sarebbe più lunga. 

morosi zione xxiv — teorema. 

40. Die rette comprese fra tre piani paralleli sono divise in 
porti proporzionali ( fig. 14 ). 

D.m. _Sieno le rette AB, CD comprese fra tre piani paralleli MN, 
PQ, JiS: si tiri la retta AD che incontri il piano PQ nel punto G , 
indi n conducano le rette AC, EG, GF, BD. 

Le intersezioni EG, BD dei piani paralleli PQ , RS col piano 
ABD essendo parallele ( n°33), le rette AB , AD saranno divise in 
parti proporzionali nei punti E, G, e però la ragione di AE ad EB 
sarà uguale a quella di AG a GD. Parimente essendo AC parallela 
a GF, sarà, la ragione di AG a GD uguale a auella di CF a FD-, 
ma due ragioni uguali ad una terza sono uguali fra loro , dunque. 
AE : EB : : CF : FD. C. D. D. 

CAPITOLO V. 

DEGLI ANGOLI CHE I.E IIFTIE FANNO TUA LORO NELLO SPAZIO, 

E DEGLI ANGOLI CHE FORMANO CON I PIANI. 

41 .Quando due rette si tagliano nello spazio, esse determinano un 
piano; per conseguenza tulio ciò che si è dimostrato nella geometria 
piana intorno agli angoli formati da due rette sopra un piano può 
applicarsi agli angoli formati da due rette clic si tagliano nello spa- 
zio. Qui dunque esporremo ciò che riguarda gli angoli clip non sono 
situati nello slesso piano. 
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‘ PROPOSIZIONE XXV TEOREMA 

42. Se due angoli non situati nello stesso piano hanno i lati re. 
spetliv amente paralleli e diretti nel medesimo senso , essi saranno 
uguali', ed i loro piani saranno paralleli ( fig. li ). 

Dim. Sieno CAD, EBF due angoli situali l'uno nel piano PQ , 
e l'altro nel piano MN\ si faccia ACczBE, ADszBF, e si condu- 
cano le rette AB, CE, DF, CD, EF. 

Essendo AC uguale e parallela a DE, la figura ABEC sarà un 
parallelogi araraov e però sarà AB uguale e parallela a CE. Pari- 
mente si dimostra che AB k uguale c parallela a DF, dunque CE è 
uguale e parallela a DF, ( n° 28 ), onde si avrà CD = EF , ed il 
triangolo CAD sarà ugnale al triangolo^/ 1 ; e l’angolo CAD —EBF. 

Iu secondo luogo, il piano CAD sarà parallelo al piano EBF. In- 
fatti, se pel punto A si conduca un piano parallelo al piano BEF , 

Ì uesti due piani dovranno incontrare le tre rette parallele AB, CE, 
ÌF in modo che le parti di queste rette comprese fra essi sieno u- 
guali ( n"38); ma AB CE, DF sono uguali fra loro, dunque il pia- 
no parallelo al piano ÉEFdc\e confondersi col piano ACD. C.D.D. 

PROPOSIZIONE XXVI TEOREMA. 

43. Se due rette non sono situate in un medesimo piano, saran- 
no sempre situate in due piani paralleli, (fig. 15 ). 

Dim. Sieno le due rette AB , CD non situate in un medesimo 
piano; si conduca pel punto E la retta EF parallela a CD , e pel 
punto Cla retta GII parallela ad AB t il piano determinalo dall' in- 
contro delle rette BE, EF s arà parallelo al piano determinato dalle 
rette IIC, CD ( u°42); per conseguenza le rette AB, CD saranno 
situate in piani paralleli. C. D. D. 

44. Scolio. Quando due rette non sono situate in un medesimo 
piano, esse non formano angolo propriamente parlando, non ostan- 
te volendosi valutare la loro scambievole inclinazione si conduce 
per un punto di una di esse una retta parallela all’ altra , e l'angolo 
formato dalle due rette misura l'inclinazione richiesta. Quando poi 
una retta incontra un piano senza chesia a questo perpendicolare , 
essa può avvicinarsi più o meno al piano medesimo , ovvero esse- 
re più o meno inclinata a questo piano. La misura di siffatta in- 
clinazione sarà data nel teorema qui appresso. 

morosiziONE xxvii — teorema. 

45. E angolo ADP formato dalla obliqua AD e dalla retta che 
unisce il piede D dilla obliqua col piede P della perpendicolare 
Al* al piano MN , misura la inclinazione della obliqua eoi piano 
medesimo. ( fig. 16). 
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Dim. Perchè una siffatta misura possa essere legittima , convien 
dimostrare in primo luogo che l’angolo ADP non varia da qualun- 
que punto della obliqua si abitassi la perpendicolare sul piano, ed in 
secondo luogo che l’angolo medesimo sia il più piccolo di tutti quelli 
che la obliqua accennata può fare con qualsivoglia altra retta DC 
condotta pel punto D nel piano MN. 

1°. Sia EF un'altra perpendicolare abbassata da un punto qua- 
lunque E della obliqua AD sul piano MN. Le due rette AP , EF 
essendo perpendicolari ad un medesimo piano sono parallele fra lo- 
ro, e determinano un piano, in cui si ritrova la retta AD , poiché 
una parte AE di questa retta si contiene nel detto piano; per con- 
seguenza i punti P, F, D devono ancora trovarsi nel piano medesi- 
mo; ma questi stessi punti sono posti nel piano MN , dunque essi 
stanno nella intersezione comune dei due piani; vale a dire sono in 
linea retta. Epperò qualunque siasi la perpendicolare EF abbassata 
da un punto della oldiqua AD sul piano MN, il suo piede F sarà 
sempre situato sopra la retta PD, e per cui l'angolo ADP resta sem- 
pre lo stesso. 

2°. Si faccia DC— DF, e si conduca la retta EC-, i due triangoli 
EDC, EDF hanno due lati, respettivamente uguali a due lati, ma 
il terzo lato EC del primo è maggiore del terzo lato EF del secon- 
do, perchè EF è perpendicolare, ed EC è obliqua al piano MN , 
dunque sarà l’angolo EDC maggiore dell’angolo EDF-, e però l'an- 
golo ADP saia il più piccolo di tutti gli angoli che la obliqua AD 
può formare con qualsivoglia altra retta diversa da DP nel piano 
MN. C. D D. 

CAPITOLO VI. 

DEGLI ANGOLI FORMATI DAI PIANI CHE s’ INCONTRANO, 
OVVERO DEGLI ANGOLI DIEDRI. 

46. Allorché due piani MD, CiV (fig 17) s’incontrano, la quanti- 
tà più o meno grande, di cui l’uno si allontana dall’altro, in quanto 
alla loro posizione, dicesi angolo diedro, cioè angolo a due facce. La 
comune intersezione DC chiamasi spigolo , e corrisponde al vertice 
dell’angolo formato da due linee rette in un piano , mentrechè le 
facce MD , CN corrispondono ai lati di ■ questo medesimo angolo , 
avvertendo nondimeno che lo spigolo, e le facce dell'angolo diedro 
si devono considerare sempre come indefinite. 

47. Per indicare un angolo diedro si adoperano comunemente 
quattro lettere: così volendo indicare l’angolo formato dai piani MD, 
CN si dice: l'angolo diedro MCDN, avendo cura di mettere in mez- 
zo le due lettere che servono a dinotare lo spigolo. La ragione di 
ciò è manifesta, dappoiché tre punti bastano a determinare la posi- 
zione di un piano, e quindi prendendo una lettera in ciascuna fac- 
cia, e due nello spigolo si vengono a determinare i piani che for- 
mano l’angolo diedro. I’urtultavolta è d’avvertirsi che può indicarsi 
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un angolo diedro nominando soltanto due lettere prese nello spigo- 
lo; c perciò in vece di dire: l'angolo diedro MCDN, si dirà sempli- 
cemente: l'angolo diedro CD, come alle volte s’indica un angolo 
piano rettilineo nominando la sola lettera del suo vertice. 

48. Se per un punto qualunque 0 dello spigolo DC si conducano 
due perpendicolari OB , OA allo stesso spigolo , l'una nel piano CN, 
e l'altra nel piano MD, ( angolo AOB saràain angolo piano rettili- 
neo. All angolo formalo in tal guisa si dà il nome di angolo piano 
corrispondente all'angolo diedro MCDN; dappoiché quest'angolo è 
sempre lo. stesso in tutti i punti dello spigolo. Infatti supponen- 
do che le retle MC. À'Csieno perpendicolari allo spigolo CD, 1’ an- 
golo MCK sarà uguale all’angolo AOB, perche hanno i lati respetti- 
vamente paralleli e rivolti nel medesimo senso ( n° 42 ). 

49. È manifesto che un angolo diedro risulta uguale ad un altro 
angolo diedro, allori hè sovrapponendo una faccia del primo ad una 
faccia del secondo, c lo spigolo allo spigolo, la rimanente faccia del 
primo combacia colia rimanente faccia del secondo , precisamente 
come avviene negli angoli piani rettilinei. 

50. Un piano dicesi perpendicolare ad un altro allorché forma con 
questo due angoli diedri adiacenti uguali fra loro. Ciascuno di que- 
sti angoli chiamasi angolo diedro retto. Si comprende che si deliba 
intendere per angolo diedro acuto, e ottuso. 

PROPOSIZIÓNE XXVIII TEOREMA. 

5l .Se due angoli diedri MCDN , mrdn sono uguali , gli angoli 
piani corrispondenti, AOB, aob saranno ancora uguali ( fig. 17 ). 

Dim. Si applichi l’angolo diedro medn sull’angolo diedro MCDN 
in modo che gli spigoli cd, CD coincidano , come pure le facce ma', 
A/D, e che il punto o cada sul punto 0, il lato oa cadrà sul lato OA, 
perché sono retti gli angoli doa, DOA. Parimente la faccia cn do- 
vrà combaciare colla faccia CN, e però il lato ob cadrà sul Iato OB ; 
dunque il piano aob comliacerà col piano AOB, e l’angolo aob sarà 
uguale all angolo AOB. C. D. D. 

52. Scolio. La reciproca di questa proposizione è così manifesta 
che non occorre dimostrarla. 

PROPOSIZIONE XXIX TEOREMA. 

53. Se un piano BK è perpendicolare ad un altro MN, ogni ret- 
ta Ai' condotta perpendicolarmente alla intersezione comune BC 
nel piano BK sarà perpendicolare al piatto MIN ( lig. 18 ). 

Dun. Nel piano MN si tiri DE perpendicolare a BC. Lssendo 
per ipotesi uguali gli angoli diedri che il piano BK ferma col piano 
MN, gli angoli piani corrispondenti AVD, APE saranno ancora u- 
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guali ( n°5I ). Quindi la retta AP sarà perpendicolare alle due 
rette BC , DE che passano pel suo piede P nel piano MN, e però 
sarà perpendicolare a questo medesimo piano. C. D. D. 

• / 
EROrOSIZlONE XXX TEOREMA. 

54. Se una retta AP + perpendicolare ad un piano MN , ogni 
piano BK che passa per questa retta sarà perpendicolare al mede- 
simo piano (’fig. 18 ). 

Dim. Pel punto P si conduca nel piano MN la retta DE perpen- 
dicolare alla intersezione comune BC dei due piani. Essendo per 
ipotesi AP perpendicolare al piano MN, gli angoli APD, APE sa- 
ranno retti, e perciò uguali; ma questi sono gli 'angoli piani corri- 
spondenti agli angoli diedri adiacenti che il piano BK forma col pia- 
no MN , dunque il piano BK è perpendicolare al piano MN (n°50). 



rnoposizioNE xxxi — teorem j 

55. Se due piani BG, DF, che s'intersegano , sono perpendico- 
lari ad un piano MN, la loro comune intersezione AP sarà perpen- 
dicolare al medesimo piano ( fig. 19 )• 

Dim. Imperocché, se AP non è perpendicolare al piano MN, non 
potrà essere neppure perpendicolare alle due rette BC, DE che pas- 
sano pel suo piene P nel piano MN, quindi nel piano BG si potreb- 
be condurre nel punto P una perpendicolare a BC, e nel piano DF 
una perpendicolare a DE. Or ciascuna di queste perpendicolari do- 
vrebb’essere perpendicolare al piano MN ( n° 53); il che è assurdo 
( n° 14 ), dunque AP è perpendicolare al piano MN. C. D. D. 

PROPOSIZIONE XXXII — TEOREM J. 

56. Due angoli diedri qualunque stanno come i loro angoli piani 
corrispondenti ( fig. 17 ). 

Dim. Sieno MCDN, mcdn due angoli diedri qnalunque, ed AOB, 
aob i loro angoli piani corrispondenti. 

Nel piano AOB si descriva col centro in O, e con un raggio ad 
arbitrio l’arco di circolo AB\ lo stesso si faccia nel piano aob, pren- 
dendo per raggio oa ss OA- 

Ciò premesso, si supponga in primo luogo che gli archi AB , ab 
sieno commensurabili, e che la loro comune misura sia contenuta m 
volte nell'arco AB, c n volte nell’arco ab. Si divida l’arco AB in m 
parli uguali portando la comune misura sopra di esso, e l’arco ab 
in » parli uguali, indi si congiungnno i punti di divisione col cen- 
tro O, e col centro o, le rette congiungenti saranno raggi che divi- 
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deranno l’angolo AOB in m parli ugnali, e l'angolo aob in » parli 
uguali. Or se per tutti questi raggi, e per gli spigoli DC de si fac- 
ciano passare i piani che vengono determinali dall incontro dei rag- 
gi con gli spigoli medesimi, l'angolo diedro MCDN sarà diviso in 
rn angoli diedri uguali, e l'angolo diedro viedn in n angoli diedri 
uguali, perchè i loro angoli piani corrispondenti setto uguali fra lo- 
ro. Laonde risulta manifesto che gli angoli diedri proposti stanno 
come i loro angoli piani corrispondenti. 

La stessa proporzione sussiste ancora quando gli arrhi AB , ab 
non sono commensurabili , c ciò si dimostra applicando a questo 
caso il ragionamento fatto per un caso analogo nella geometria pia- 
na ( n° 205 ); dunque gli angoli diedri stanno come i loro angoli 
piani corrispondenti. C. D. D. 

57. Scolio. Questa proposizione si enuncia ancora dicendo che. 

Un angolo diedro qualunque ha per misura /’ angolo piano cor- 
rispondente , ovvero l arco di circolo che serve di misura all'ango- 
lo piano medesimo. 

Infatti, se si prenda per unità di misura degli angoli diedri l'an- 
golo diedro retto, da quanto qui sopra si è dimostrato ne consegue 
che un angolo diedro qualunque sta alt angolo diedro retto come 
t angolo piano corrispondente al primo sta all angolo piano corri- 
spondente al secondo, cioè all angolo retto. 

Quindi il rapporto di un angolo diedro qualunque alla sua unità 
di misura è uguale al rapporto dell’angolo piano corrispondente alla 
sua unità; il che equivale adire che un angolo diedro qualunque ha 
per misura l'angolo piano corrispondente. 

PROPOSIZIONE XXXIII — TEOREMA. 

58. Se per un punto B dello spigolo Oli di un cngolo diedro 
MOLF si conducano le rette Bi\ BQ respettivamente perpendico- 
lari alle facce OD, OF, f angolo PBQ formato da queste perpendi- 
colari sarà il supplemento dell angolo ABC che misura l' angolo 
diedro ( Cg. 20 ). 

Dim. La retta BP essendo perpendicolare al piano OD, sarà pcr- 

E ndicolare alla retta OE che passa pel suo piede in questo piano. 

irimente la retta BQ s arà perpendicolare ad OE.\ Da un’altra pari 
le le rette BA, BC sono ancora perpendicolari ad OE per ipotesi , 
dunque le quattro rette BA, BP, BQ, BC sono situate nel piano che 
sarebbe prodotto dal rivolgimento dell'angolo retto EBA intorno al 
iato EB supposto immobile ( n“ 13 ); e perciò la somma de’quallro 
angoli, ABC. ABP, PBQ, QBC equivale a quattro angoli retti; ina 
gli angoli ABP, e QBC sono retti, dunque gli altri due presi insie- 
me sono uguali a due retti , e per conseguenza 1' angolo PBQ è il 
supplemento dell’angolo ABC che misura l'angolo diedro proposto. 
C. D. D. 
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CAPITOLO VII. 

DEGLI ANGOLI SOLIDI. 

59. Se più piani si tagliano due a due e si riuniscono tutti in 
un medesimo putito , lo spazio angolare da essi compreso dicesi an- 
golo solido , o angolo poliedro. 

60. Questa detinizione è sufficiente a dare una idea chiara del- 
l'angolo solido; dappoiché l'angolo sia piano, sia solido non può de- 
finirsi, rigorosamente parlando, essendo impossibile definire esatta- 
mente in che consiste la inclinazione di due rette che s’incontrano 
in un medesimo piano senza formare una sola linea , o quella che 
risulta da tre, o più rette, le quali sono situate in piani differenti, e 
concorrono in un medesimo punto. Del resto, come già osservammo 
parlando dell’ angolo piano , una definizione esatta dell’ angolo 
solido non è necessaria ; poiché si può conoscere l’ uguaglianza di 
due angoli solidi sovrapponendo l'uno all’altro, e ciò basta per sta- 
bilire l’esatta teorica di detti angoli. 

Gl. Il punto d’incontro dei piani summentovali chiamasi vertice 
dell’angolo solido; e le intersezioni dei piani medesimi si dicono spi- 
goli, u costole dell’angolo solido. 

62. L’ angolo solido prende il suo nome particolare dal numero 
dei piani che lo costituiscono : così ( fig. 21 ) l'angolo formato in S 
dai tre piani SAB, SAC, SBC si dice angolo solido triedro, o più 
semplicemente angolo triedro; quello formalo da quattro piani chia- 
masi angolo solido tetraedro, o angolo tetraedro , ecc. 

63. In qualunque angolo solido si distinguono gli angoli piani ret- 
tilinei formati dagli spigoli in ciascuna faccia, come sarebbero ( fig. 
21 ) gli angoli BSA, BSC, ASC , e gli angoli diedri delle facce o 
piani successivi che costituiscono l’angolo solido medesimo. 

64. Per indicare un angolo solido si enuncia la lettera del verti- 
ce ponendo di seguito tutte le altre lettere respettivamente situate 
sopra i suoi spigoli: così si dice ( fig. 21 ) I angolo solido SABC. 
Talvolta si adopera la sola lettera del vertice, dicendosi l angolo 
solido S. 

65. L'angolo solido si dirà convesso quando il piano di ciascuna 
faccia prolungato non taglia l’angolo medesimo, vale a dire quando 
tutti i suoi angoli diedri sono salienti. Tale è 1 angolo solido SABC 
( fig. 2t ). in cui niuno spigolo è rientrante. E qui giova osserva- 
re che negli elcmenli di geometria si considerano i soli angoli soli- 
di convessi. 

PP.OPOSIZIONE XXXIV — TEOREMA. 

66. In o'j ni angolo triedro uno qualunque dei suoi tre angoli 
piani è minore della somma degli altri due ( fig. 21 ). 

D m. Sia SABC un angolo triedro, e sia ASB il maggiore dei tre 
angeli piani ASB, ASC, CSB. Nel piano li SA si faccia l’angolo 
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'ASD uguale all'angolo ASC, indi nel medesimo piano si conduca 
una retta AB che incontri le rette SA, SD, SB, si prenda SC=SD 
e si tirino le rettele, BC. I triangoli ASD, .^SCsono uguali, per- 
chè hanno un angolo ugnale compreso fra lati respettivamenle ugua- 
li, onde si avrà AD = AC. Or nel triangolo ABC il lato AB è mi- 
nore della somma dei Iati AC, CB, dunque togliendo da una parte 
AD, e dall’altra la sua uguale AC, resterà DB minore di BC. Quin- 
di i due triangoli SBC, SBD avranno il lato SCszSD, ed il terzo 
lato BC del primo maggiore del terzo lato BD del secondo , e però 
sarà l'angolo BSC maggiore dell'angolo BSD : aggiungendo da una 
parte l'angolo ASD, c dall’altra il suo uguale ASC, risulta l'angolo 
ASB minore della somma degli angoli ASC, BSC. C. D. D. 

PROPOSIZIONE XXXV — TEOREM J. 

67. In ogni angolo solido la somma degli angoli piani è minore 
di quattro angoli retti ( fig. 22 ). 

Dim. Sia S un angolo solido; si conduca un piano che incontri 
tutti i suoi spigoli: le intersezioni di questo piano colle facce dell'an- 
golo solido formeranno il poligono ABCDE . Da un punto 0 preso den- 
tro questo poligono si tirino le rette OA, OB, OC, OD, OE; vi sa- 
ranno intorno al punto O tanti triangoli quanti sono qnelli intorno 
al punto S, per conseguenza la somma di tutti gli angoli dei primi 
triangoli è uguale alla somma di tutti gli angoli dei secondi. Or 
nell'angolo triedro A formato dai tre piani LAB, EAS, BAS, l'an- 
golo piano E AB è minore della somma degli altri due; e similmen- 
te l’angolo piano ABC è minore degli angoli ABS, CBS, e così di 
tutti gli angoli del poligono ABCDE, dunque la somma degli ango- 
li che stanno alle basi dei triangoli aventi il vertice comune 0 è mi- 
nore della somma degli angoli alle basi dei triangoli che hanno il 
vertice comune S. Laonde per compensazione la somma degli angoli 
formati intorno al punto 0 dev'essere maggiore della somma degli 
angoli fatti intorno al punto S. Ma la prima somma è uguale a quat- 
tro angoli retti, dunque la seconda è minore di quattro retti .C.D.D. 

PROPOSIZIONE XXXVI — TEOREM J. 

68. Se pel vertice di un angolo triedro si conducano tre piani 
respettivamenle perpendicolari ai suoi spigoli, si formerà un altro 
angolo triedro, in guisa che gli angoli piani del primo saranno * 
supplementi degli angoli diedri del secondo , e reciprocamente 

Dim. Sia SABD un angolo triedro: pel punto S si conduca il pia- 
no ash perpendicolare allo spigolo SD, il piano aSd perpendicolare 
allo spigolo SB, ed il piano bSd perpendicolare allo spigolo SA. 
Questi tre piani determineranno un secondo angolo triedro Sabd, in 
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modo che gli angoli piani ASB , ASD, BSD saranno i supplementi 
degli angoli che misurano gli angoli diedri Sd, Sb, Sa. 

Infatti, essendo per costruzione lo spigolo SD perpendicolare al 
piano aSb, sarà pure perpendicolare alle rette Sa, Sb che passano 
pel suo piede in questo piano. Parimente lo spigolo SB essendo per- 
pendicolare al piano aSd, sarà ancora perpendicolare alle rette Sa, 
Sd che passano pel suo piede in questo piano. Quindi la retta Sa è 
perpendicolare a un tempo agli spigoli SD, SB , e perciò al piano 
DSB che contiene questi due spigoli. Nello stesso modo si dimostre* 
rà che Sb è perpendicolare al piano ASD, e che Sd è perpendicolare 
al piano ASB. 

Da ciò segue che l'angol o ASB formato dalle rette SA , SB re- 
spettivamente perpendicolari ai piani bSd, aSdè il supplemento del- 
l’angolo diedro aSdb compreso fra questi piani ( n° 58 j. Per la stes- 
sa ragione l’angolo ASD è il supplemento dell’angolo diedro aSbd, e 
e l’angolo BSD è il supplemento dell'angolo diedro bSad. 

Reciprocamente, l’angolo aSb formato dalle rette Sa, Sb respetli- 
vamenle perpendicolari ai piani BSD, ASD c il supplemento dell’an- 
golo diedro AS'DB compreso fra questi piani; e così pure 1’ angolo 
aSd è il supplemento dell angolo diedro ASBD, e l’angolo bSd è il 
supplemento dell'angolo diedro BSAD. C. D. D. 

09. Scolio. La proprietà, di cui godono gli angoli triedri SABD, 
Sabd, gli ha fatto dare il nome di angoli triedri supplementarj. 

rnorosizioNE xxxvn — teorema. 

70. Se due angoli triedri hanno gli angoli piani respettivamenie 
uguali , gli angoli diedri formali dai piani di questi angoli saranno 
essi pure uguali ( fig. 24 ). 

Dim. Sieno S, s i due angoli triedri; e si supponga che gli angoli 
piani dinotati dalle stesse lettere sieno respettivamenie uguali, cioè 
ASB s= asb , ASC s= asc, BSC ss bsc. 

Si prendano negli spigoli a partire dai vertici 5. s le parti ugnali 
SA, SB, SC, sa, sb, se, e si conducano le rette AB, BC, AC, ab, 
bc, ac. Per un punto ideilo spigolo SB s’innalzino a questo spigo- 
lo nelle facce ASB, e CSB le perpendicolari EM , EN , 1’ angolo 
MEN formato da queste perpendicolari sarà la misura dell’ angolo 
driedro ASBC ( n° 57 ). Or osservando che l’angolo SBA è acuto 
come angolo alla base del triangolo isoscele ASB, ne consegue che 
la obliqua BA deve incontrare la perpendicolare EM. Parimente la 
obliqua BC dee incontrare la perpendicolare EN. 

Ciò premesso, si ripeta nel triedro s la costruzione precedente 
prendendo sullo spigolo sb una parte se = SE, l’angolo men sarà la 
misura dell’angolo diedro asbe, e sarà uguale all'angolo MEN. 

Infatti, si conducano le rette MN, mn ■ Dalla ipotesi fatta qui so- 
pra risultano uguali i triangolici?, asb, perciò sarà AB —ab. Pa- 
rimente si dimostra che BCszbc, ed ACstac , .per conseguenza il 
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triàngolo ABC sarà ugnale al triangolo abc. Da un' altra parte il 
triangolo AlBE'e. uguale al triangolo mbe ; poiché il lato BE — be, 
e gli angoli adiacenti a questi lati sono respettivamentc uguali, on- 
de sarà il lato BM — bm ed EH — erti Similmente si dimostra che 
DN — bn , ed EN = cti ; e perciò il triangolo MNB è uguale al 
triangolo mnb, poiché l’angolo MBN compreso fra i lati BM, BN è 
uguale all'angolo mbn compreso fra i lati bm , bn in virtù della u- 
guaglianza dei triangoli ABC, abc. Quindi sarà il lato MN — trm , 
ed il triangolo AI NE risulterà equilatero al triangolo mne, onde in 
fine sarà I angolo AIEN uguale aH’angoio men. Dunque gli angoli 
diedri SB, sb sono uguali, e nello stesso modo si potrà dimostrare 
che l’angolo diedro SAzzsa, e SC = sc. C. D. D. 

71. Scolto. Nella dimostrazione precedente gli angoli piani dei 
due angoli solidi si sono considerati come similmente disposti , ma 
il teorema avrebbe luogo anche quando gli angoli piani accennati 
fossero dispos i in ordine inverso, come negli angoli solidi SABC, 
S'A'B'C, dove si ha l'angolo piano ASC = A’S'C, ASB-A'SB', 
c BSC — lfSC . Infatti, se sopra gli spigoli si prendano le parli 
uguali SA, SB, SC, SA', SB 1 , SC, indi si faccia SE‘ = SE, e si 
ripeta sull'angolo solido <SMa costruzione fatta nell'angolo solido S, 
si dimostrerà nello stesso modo che l'angolo JU'E'N' = MEN. 

rr.orosizioNE xxxvm — teorema 

72. Due angoli triedri, composti di angoli piani respettivamenr 
t* uguali e similmente disposti, sono uguali Jra loro ( lig. 24 ). 

Dim. Negli angoli triedri S, s sia l’angolo ASC — a se , ASB — 
asb, e BSC— òse, sarà facile dimostrare che questi due angoli trie- 
dri sono uguali Ira loro. Infatti, se 1’ angolo asc si sovrapponga a! 
suo uguale ASC, 1 angolo asb dovià coincidere col suo uguale ASB, 
poiché I angolo diedro sa è uguale all angolo diedro SA. Quindi i 
due angoli solidi coincideranno , e perciò saranno uguali fra loro. 
C. D. V. ^ ° 

73. Scolto. Quando gli angoli piani di due apgoli triedri S , S 1 , 
sono uguali rispettivamente, ma disposti in ordine inverso , non si 
può dimostrare la loro uguaglianza col principio della sovrapposizio- 
ne. Perocché, se si fa coincidere l'angolo A'SC' col suo uguale 
ASC in modo che lo spigolo S'A‘ cada sopra SA, e S'C sopra SC, 
lo spigolo S3 si troverà sul davanti del piano comune ASC , mcn- 
Irechè lo spigolo S'B' sarà situalo dietro lo stesso piano ; e però i 
due angoli solidi non combaceranno, ma si troveranno situati come 
nella lig. 26. 

. ^he se poi ( lig. 24 ) per far cadere lo spigolo S'B 1 davanti il 
piano ASC si sovrapponga lo spigolo SC allo spigolo SA, e SA a 
SC, in tal caso neppure può succedere la coincidenza dei due ango- 
li solidi; poiché l’angolo diedro SC no* è uguale allangolo diedro 
SA, ed oltracciò l'angolo piane CSB' non c uguale all angolo ASB, 
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Dunque in ogni caso non si può dimostrare la uguaglianza degli an- 
goli triedri S, S 1 colla sovrapposizione, ma bisogna ricavarla dalla 
uguaglianza dei loro elementi costituenti, non essendovi alcuna ra- 
gione perchè essi debbano differire l' uno dall’ altro. Infatti , sono 
composti degli stessi angoli piani, e degli stessi angoli diedri , e la ( 
loro differenza consiste in una semplice trasposizione di parti , es- ’ 
sendo gli angoli piani dell’uno disposti in ordine inverso agli angoli 
piani dell'altro. 

Legendre, che fu primo a fare queste importanti osservazioni, ha 
chiamati uguali per simmetria, o più semplicemente simmetrici gli 
angoli triedri, di cui è parola , perchè li considera come costituiti 
rispetto ad un medesimo piano I nno da una parte , e l’ altra dalla 
parte opposta, siccome si vede nella fig. 26. 

Da tutto ciò segue che due angoli triedri, ed in generale due an- 
goli solidi, si potranno chiamare simmetrici quando sono composti 
di angoli piani rispettivamente uguali e disposti in ordine inverso. 

Nelle figure piane non vi può essere uguaglianza per simmetria, 
poiché si può rovesciare una figura piana , e prendere indifferente- 
mente il ai sopra per il di sotto; il cne non può farsi nelle figure so- 
lide. 

PROPOSIZIONE XXXIX — PROBLEMA . 

74. Costruire un angolo triedro simmetrico ad un angolo triedro 
dato ( fig. 25 ). 

Sol. Sia SABC l'angolo solido dato.Si prolunghino gli spigoli^ 
BS, CS al di là del vertice S ; l'angolo SAf&Cf sarà il simmetrico 
di SABC. Infatti, gli angoli piani dei due triedri sono uguali cia- 
scuno a ciascuno come opposti al vertice, ma sono disposti in ordine 
inverso, come è facile dimostrare. Imperocché, se si applica lo spi- 
golo SA' sopra SA, e SO sopra SC, lo spigolo SB 1 non potrà ca- 
dere sopra lo spigolo SB, poiché rispetto al piano comune ASC, Io 
spigolo SB si troverà davanti questo piano, e lo spigolo SB 1 dietro 
il piano medesimo. £he se si applichi lo spigolo SC 1 sopra SA , e 
SA' sopra SC, lo spigolo SS 1 cadrà davanti il piano ASC, ma non 
potrà coincidere collo spigolo SB, poiché l’angolo C'Sff non è ugna- 
le all'angolo ASB. ma bensì al suo verticale CSB. Dunque i due 
triedri SABC, SA'B’O sono simmetrici. C. D. F. 

75. Scolio I. Supponiamo che per un punto qualunque « si con- 
ducano le rette sa, s6, se respettivamentc parallele agli spigoli SA, 
SB, SC di un angolo triedro SABC, e dirette nello stesso senso ri- 
spetto ai punti s, S, si formerà un secondo angolo triedro saie ugua- 
le al primo; dappoiché gli angoli piani asb , asc , òse sono uguali 
respettivamente agli angoli piani ASB, ASC, BSC , avendo i lati 
paralleli e rivolti nel medesimo senso ( n° 42 ) , e di piti gli stessi 
angoli piani sono similmente disposti. Al contrario I' angolo solido 
subc sarà simmetrico all’angolo solido SA'ffC . Da ciò segue che se 
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per on punto qualunque si conducano rette parallele agli spigoli di 
un angolo triedro, tutte rivolte nel medesimo senso, si formerà un 
secondo angolo triedro uguale al primo; ma se poi le rette accenna- 
te sono tutte situate iu senso contrario, allora il secondo sarà sim- 
metrico del primo. 

76. Scolio II. Merita ancora di essere osservato che se un an- 
golo triedro tabe ( fìg. 26 ) si compone di angoli piani uguali rispet- 
tivamente a quelli dell angolo triedro SABC , il primo potrà coinci- 
dere sia con SABC , sia col suo simmetrico SABC. Infatti , se si 
suppone ebe gli angoli piani dinotati dall' una e dall'altra parte Col- 
le stesse lettere sieno uguali fra loro , e che si ponga lo spigolo sa 
sopra SA, c se sopra SC.ne risulta che essendo l'angolo diedro csab ss 
CSAB ss CSAB, l'angolo piano òsa dovrà coincidere o coll’ angolo 
piano BSA , o coll'angolo piano BSA secondo che lo spigolo s6 si 
troverà davanti il piano ASC, o dietro questo medesimo piano. Quin- 
di l'angolo triedro sabe coinciderà sia coll'angolo triedro SABC, 
sia coll’angolo triedro SABC. Da ciò si deduce che con tre angoli 

P iani dati si possono al più formare due angoli triedri , simmetrici 
uno dell altro, o in altri termini che un angolo triedro non può 
avere che un solo simmetrico. 

PROPOSIZIONE XL — TEOREMA. 

77. Due angoli triedri che hanno gli angoli diedri uguali cia- 
scuno a ciascuno sono uguali, o simmetria ■ ( fìg. 24 ), 

Dim. Megli angoli triedri SABC , sabe sia l'angolo diedro SA ss 
sa, SB ss sb, SC ss se; e si supponga che si sieno costruiti gli an- 
goli triedri supplementarj ( n° 68 ). E poiché nei due angoli solidi 
proposti gli angoli diedri sono uguali ciascuno a ciascuno, ne segue 
che gli angoli solidi supplementarj avranno gli angoli piani uguali 
ciascuno a ciascuno, e per conseguenza questi angoli solidi supple- 
mentarj avranno ancora i loro angoli diedri uguali ciascuno a cia- 
scuno. Laonde gli angoli solidi proposti dovraqno avere gli angoli 
piani uguali ciascuno a ciascuno, e però saranno o uguali, o sim- 
metrici. C. D. D. 

PnOPOSIZIONK XLI TEOREMA. 

78. Due angoli triedri che hanno un angolo diedro uguale com- 
preso fra due angoli piani uguali ciascuno a ciascuno, sono uguali 
o simmetrici ( fig. 24 ). 

Dim. Negli angoli diedri S ’, s sia l’angolo diedro SB ss sb , e gli 
angoli piani ASB, CSB respeltivamenfe uguali agli angoli piani asb, 
csb, è manifesto che se questi angoli piani sono disposti nello stesso 
ordine, i due angoli solidi possono coincidere. Ma se gli angoli piani 
sono disposti in ordine inverso, allora l uno degli angoli solidi pò- 
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trà coincidere co! simmetrico dell’altro, e perciò saranno simmetrici. 
C. D, D. 

rnorosrzio.NE xlii — teorema. 

79. Due angoli triedri che hanno un angolo piano adiacente a 
due angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno , sono uguali , o sim- 
metrici ( fig. 24 ). 

Dim. Negli angoli diedri S, s sia l'angolo piano ASC ss ase, l’an- 
golo diedro SA — sa, e l angolo diedro SC=isc. È evidente che se 
gli angoli diedri accennati sono disposti nello stesso ordine, i due 
angoli solidi potranno coincidere , allorché si sovrappongano 1' uno 
all’altro. Ma se gli angoli diedri sono disposti in ordine inverso, al- 
lora l'uno degli angoli solidi proposti potrà coincidere col simmetri- 
co dell’altro, e però saranno uguali nel primo caso, e simmetrici nel 
secondo. C. D. D. 

PROPOSIZIONE XLIII — TEOREMA. 

80. Due angoli poliedri sono uguali fra loro allorché sono com- 
posti di un medesimo numero di angoli triedri respettwamente «- 
guati , e disposti nello stesso ordine ( fig. 27 ). 

Dim. Negli angoli poliedri S, s sia l'angolo triedro SABC ugua- 
le all’angolo triedro sale, e l’angolo SBCD uguale all’angolo shed, 
sarà facile dimostrare che l’angolo S è uguale all’angolo s. infatti, 
gli angoli triedri SABC, sabe possono coincidere, se si ponga con- 
venientemente l’uno sull’altro. Parimente può coincidere 1’ angolo 
triedro SBCD coll’angolo sbed , e lo stesso dovrà dirsi di tutti gli 
altri angoli triedri omologhi, che vi potessero essere; per conseguen- 
za i due angoli poliedri proposti coincideranno, ovvero saranno u- 
guali. C. D. D. 

\ 

PROPOSIZIONE XLIV TEOREMA. 

81. Due angoli poliedri sono simmetrici fra loro quando sono 
composti di un medesimo numero di angoli triedri simmetrici, e di- 
sposti in ordine inverso. 

Dim. Imperocché, questi angoli poliedri saranno composti di un 
medesimo numero di angoli piani respettivamente uguali, disposti 
in ordine inverso, e gli angoli diedri formati dai piani nei qnali si 
trovano gli angoli uguali, saranno essi" purè respettivamente uguali. 
C. D. D. 
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CAPITOLO vili. • 

DEI SOLIDI TERMINATI DA SUTE'IFICIK ITANE. 

82. Per formare un àngolo solido vi vogliono almeno tic piani 
che si riuniscano in un solo e medesimo punto; ma per lim ilare lo 
spazio da per ogni dove vi bisogna un quarto piano che limili lo spa- 
zio indefinito compreso fra le tre facce dell'angolo accennato. Quin- 
di la più semplice delle figure solide terminate da piani è il tetraedro 
o solido a quattro facce; viene in seguilo il pentaedro , o solido a 
cinque facce, I esaedro che ne ha sei, l 'ottaedro che ne ha otto , il 
dodecaedro , dodici, {icosaedro, venti. In generale si dà il nome di 
poliedri ad ogni solido terminato da facce piane. 

• 83. Le facce dei poliedri essendo poligoni, le intersezioni di que- 
sti poligoni si chiamano lati, spigoli, o costole del poliedro. 

84. La diagonale di un poliedro è una linea retta che unisce due 
vertici non situati sulla medes : ma (accia. 

■ 85. Un poliedro si dice convesso quando la sua superficie non può 
essere incontrata da una linea retta in più di due punti. Di questa 
sola specie di poliedri si parla negli elementi , mettendo da parte 
quelli che hanno gli angoli solidi rientranti. 

8G. Dicesi piramide ( fig. 22 ) un solido compreso fra più piani 
triangolari che partono da un medesimo punto S , e terminano ai 
differenti lati di un poligono ABCDE. 

87. La piramide si può concepire come prodotta dal movimento 
di una linea retta indefinita, fissa in un punto S, ed obbligata a per- 
correre il perimetro di un poligono qualunque ABCDE. 

88. Il punto 5 dicesi vertice della piramide, il poligono ABCDE 
ne è la base, e la perpendicolare abbassata dal > ertile sul piano 
della base ne è l'altezza. Finalmente il complesso dei triangoli ASB, 
BSC, CSD, ecc: forma la superficie convessa o laterale della pira- 
mide. 

89. La piramide dicesi triangolare, quadrangolare , ecc:, secon? 
dochè la base è un triangolo, un quadrilatero, ecc. 

90. Una piramide chiamasi regolare quando la sua base è un po- 
ligono regolare, e la sua altezza cade sul centro della base medesi- 
ma. In questo caso l'altezza prende il nome di asse della piramide, 
e si appella apotema la perpendicolare abbassata dal vertice delia 
piramide sopra un lato della sua base. 

91. Sotto il nome di piramide retta intenderemo quella , in cui 
l’altezza non cade ‘fuori della base. Chiameremo poi piramide obli- 
qua quella, in cui l’altezza cade fuòri della base. 

92. Il prisma ( fig. 29 ) è un solido compreso da più piani pa- 
rallelogrammi terminati da una parte, e dall’altra da due poligoni 
uguali e paralleli, che si chiamano basi del prisma. Il complesso dei 
parallelogrammi accennati formala superficie convessa o laterale del 
prisma. 

93. Si può concepire il prisma come generato dal movimento di 
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una retta AF che si mantiene parallela a se stessa e di costante lun- 
ghezza, mentre descrive colla sua estremità A il perimetro di un 
poligono qualunque ABCDE. Con questo medesimo movimento l'al- 
tra estremità F descrive il perimetro del poligono FGHIK uguale 
e parallelo al poligono ABCDE. 

94. L'altezza di un prisma è la distanza delle sue due basi , cioè 
la perpendicolare abbassata da un punto della base superiore sopra 
il piano della base inferiore. 

9511 prisma prende il nome di triangolare, quadrangolare, ecc: 
secondochè le sue basi sono triangoli, quadrilateri, ecc. 

96. Un prisma dicesi retto quando i lati della superficie convessa 
sono perpendicolari alle basi. In questo caso i lati medesimi sono 
uguali all'altezza, ed i parallelogrammi, che formano la superficie 
convessa, sono rettangoli. Per lo contrario il prisma è obliquo allor- 
ché i lati sono obliqui alle basi; nel qual caso essi lati sono maggio- 
ri dell'altezza. 

97. Dicesi parallelepipedo il prisma, in cui le basi sono due pa- 
rallelogrammi. Quindi il parallelepipedo è un solido compreso da sei 
facce parallelogrammiche ( fig. 30 ). 

98. Il parallelepipedo essendo un prisma, potrà essere per conse- 
guenza retto o obliquo. Nel parallelepipedo retto quando la base è 
un rettangolo, tutte le facce sono rettangolari ; e perciò si chiama 
parallelepipedo rettangolo. Finalmente tra i parallelepipedi rettan- 
goli si distingue il cubo, che è un solido compreso da sei quadrati 
uguali. 

99. Nella teorica dei poliedri si distinguono particolarmente le 
piramidi, ed i prismi, perchè sopra questi solidi tutta quella teorica 
viene appoggiata. 



PROPOSIZIONE XLV TEOREM A 

100. Se una piramide è. tagliata da un piano parallelo alla ba- 
ie, l'altezza , ed i lati saranno divisi in parti proporzionali ; e la 
sezione sarà un poligono simile alla base ( fig. 28 ). 

Dim. Sia la piramide SABCD tagliata da un piano abed parallelo 
alla base; sia SO 1 altezza della piramide , e si conducano le rette 
ao, AO 

1°. Le intersezioni ab, AB dei piani abed, ABCD col piano SAB 
essendo parallele ( n° 33 ), sarà il triangolo Sab simile al triangolo 
i SAB. Nello stesso modo si dimostra che il triangolo Sbe è simile al 
triangolo SBC, il triangolo Scd al triangolo SCI), ecc. • per conse- 
guenza la ragione di Sa : SA sarà uguale a quella di Sb : SB , di 
Se : SC, ecc. Ma da un'altra prie la ragione di Sa : SA è uguale a 
quella dell'altezza, So all'altezza SO, poiché ao è parallela ad AO , 
dunque i lati SA, SB, SC, ecc., e l’altezza SO della piramide sono 
divisi in parti proporzionali. 

2. Per la simiglianza degli stessi triangoli si ha ab ; AB ; ; Sb ; 
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SB : : bc : BC, dunque ab : AB : : he : BC, e così pure si dimo- 
slra che bc : ifC : : cd : CD, ecc. Quindi i poligoni abeti , ABC!) 
hanno i lati proporzionali; hanno di più gli angoli respettivamente 
uguali az= A, b ■= B, ecc. t perchè sono compresi fra lati paralleli e 
rivolti nel medesimo senso, dunque il poligono abeti è simile al poli- 
gono ABCD. C. D. D. 

PROPOSIZIONE XLVI — TEOREMA. 

1 01 . Le basi di due piramidi che hanno la medesima altezza , 
stanno fra loro come le sezioni fatte da piani condotti nelle due pi- 
ramidi parallelamente ad esse basi, ed ad ttt/uale distanza dai vertici 

( Cg- 28 )• 

Dim. Sieno due piramidi S, c T, che abbiano le altezze uguali SO, 
TQ. Si faccia Ttj — So, c pel punto q si conduca un piano paralle- 
lo alla base MNP, la sezione mnp sarà simile a questa base (n° 100). 
Parimente se pel punto o si conduca un piano parallelo alla base 
ABCD. la sezione abed sarà simile a questa base. Or essendo simili 
i poligoni ABCD, abed, le loro aje staranno come i quadrati dei lati 
omologhi AB, ab, ovvero come i quadrati delle altezze SO, so ( n“ 

100 ). Nello stesso modo si dimostra che i poligoni MNP, mnp 
stanno come i quadrati delle altezze TQ, Tq , ovvero come i qua- 
drati di SO,, so. dunque in fine si avrà 

ABCD : MNP ; : abed : mnp. C D. D. 

102. Corollario. Da ciò segue che se le basi ABCD, MNP delle 
due piramidi sono equivalenti, le sezioni abed, mnp fatte ad uguale 
altezza nelle stesse piramidi saranno equivalenti, e reciprocamente. 

PROPOSIZIONE XLVII — TEOREMA. 

103. Una piramide qualunque si può decomporre in piramidi 
triangolari ( fig. 2G ). 

Dim. Sia, per esempio, la piramide quadrangolare SABCB 1 . Si - 
tiri la diagonale AC nella base della piramide, indi pel vertice S c 
per la diagonale medesima si faccia passare il piano ASC, è mani- 
festo che questo piano dividerà la piramide proposta in due piramidi 
triangolari. Nello stesso modo, cioè tirando due diagonali nella base 
di una piramide pentagonale, si potrà divider questa in tre piramidi 
triangolari, e cosi in progresso. C. D. D. 

pr.orosiziONE xlviii — teorema . 

104. Qualunque sezione fatta in un prisma da un piano paral- 
lelo alla base è utjuale a questa base. ( fig. 29 ). 

Dim. Si tagli il prisma abek con un piano parallelo alla base , il 

1G 
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poligono Imnpq che ne risulla sarà uguale al poligono abcde. Infat- 
ti, le rette Im, ab sono uguali come parallele comprese fra parallele, 
e così pure si dimostra che mn è uguale e parallela a bc, tip a cd.ec. 
Quindi i due poligoni avranno gli angoli respettivamente uguali , 

Ì ierchè compresi fra lati paralleli e rivolti nel medesimo senso, ed i 
ati uguali; e perciò sarà il poligono Imnpq uguale al poligono abcde. 
C. D. D. 

105. Corollario. In qualunque prisma le sezioni fatte da piani 
paralleli fra loro sono uguali; dappoiché una di queste sezioni si può 
considerare come base di un prisma cui è parallela l'altra sezione. 

1 06. Scolio- Ogni prisma poligono si può sempre decomporre in 
prismi triangolari, i quali hanno la medesima altezza del prisma , e 
le basi sono i differenti triangoli ABC , ACD, ADE, ecc. , nè quali 
si può decomporre la base ABCDE per mezzo delle diagonali AC, AD. 

PROPOSIZIONE XLIX — TEOREMA. 

107. In ogni parallelepipedo le facce opposte sono uguali e pa- 
rallele, e gli angoli triedri opposti sono simmetrici. ( hg. 30 ). 

Dim.S\enoABCD,EGFH\c basi del parallelepipedo proposto, le 
quali (n°97) sono parallelogrammi situati in piani paralleli. Or dico 
che due facce opposte qualunque AE, DG sono pure uguali e para- 
lele. Perocché, essendo ABCD un parallelogrammo, la retta AB è 
uguale e parallela a CD ; parimente essendo EBCG un parallelo- 
grammo, la retta BE è uguale e parallela a CG. Quindi gli angoli 
ABE, DCG hanno i lati paralleli e rivolti nel medesimo senso; per- 
ciò sono uguali, ed i loro piani sono paralleli ( n° 42 ).. Ma un pa- 
rallelogrammo è determinato quando si conoscono due lati adiacenti 
e l'angolo da essi compreso, dunque il parallelogrammo AE è uguale 
a DG . 

In secondo luogo, gli angoli triedri opposti, come A, e G, hanno 
gli spigoli paralleli ciascuno a ciascuno, ma diretti in senso contra- 
rio ( n“ 75 ), dunque sono simmetrici. C. D. D. 

108. Scolio. Un prisma è determinato quando si conosce la base, 
e la retta generatrice; dunque un parallelepipedo sarà determinato 
allorché si conoscerà uno dei suoi angoli triedri B , e le lunghezza 
de lati AB, BE, BC. 

' PROPOSIZIONE L — TEOREMA. 

109. In ogni parallelepipedo le quattro diagonali si tagliano 
scambievolmente in due parti ujuali nel medesimo punto (lìg. 3l ). 

Dim. Per i due lati opposti BF, DII si faccia passare un piano; 
la sezione sarà il parallelogrammo BFRD-, per conseguenza le dia- 
gonali BI1, FD si taglieranno scambievolmente in due parti uguali 
nel punto 0 Or se per i lati opposti AD, FG si conduca un altro 
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P * ano> }* 5?!®"® 4DFG sarà pure un parallelogrammo, e la diago- 
nale AG dividerà in due parti ugnali la diagonale FD ; e però la 
diagonale AG dovrà passare pel punto O. Si dimostrerà lo stesso per 
la diagonale EC ; dunque le quattro diagonali del parallelepipedo si 
tagliano scambievolmente in due parti uguali nel medesimo punto O 

ItO. Scolio. Il pnnto Osi chiama centro del parallelepipedo, 
manifesto che le relle tirate dal punto 0 a lutti i vertici del pa- 
rallelepipedo, lo dividono in piramidi che hanno per vertice comune 
il punto 0, e per Itasi le farce del parallelepipedo medesimo. E sic- 
come ogni piramide si può decomporre in piramidi triangolari ( n“ 
luo), cosi ogni parallelepipedo si potrà decomporre n piramidi trian- 
golati. 1 alimento prendendo un punto nell interno di un poliedro , 
si potrebbe decomporlo in piramidi triangolari; ma essendo siffatta 
scomposizione molto importante, ne indicheremo un altra nel teore- 
ma qui appresso. 



morosizioNE u — teorema . 

Ili- Un poliedro convesso può sempre decomporsi in piramidi 
triangolar, ( fig. 32 ). r ‘ 

Am. Siene SAB, ABCD, CD E tre farce consecutive di un po- 
liedro. oc per uno dei vertici £ si rondneano delle linee rette a tutti 
gli altri, si determinerà una serie di piramidi SABCD , SDCE, ecc., 
che avranno per vertice comune il punto S. e per basi le digerenti 
tacce del poliedro, eccetto quelle che vanno a terminare al punto 5. 
li complesso di tutte queste piramidi formerà il poliedro medesimo : 
ma ogni piramide $i può decomporre in piramidi triangolari, dunque 
ogni poliedro convesso può decomporsi in piramidi triangolari. C.D.D. 

, scolio. Apparisce da questo teorema che siccome la teorica 
delle figure piane rettilinee si riduce a quella dei triangoli , così la 
eorna dei poliedri dovrà ridursi a quella delle piramidi triangolari, 
on imeno quest ultima non potrebbe farsi rigorosamente, senza 
ricorrere ad alcune proprietà dei prismi, ed ecco perchè nella geo- 
ine ria solida si parla in modo speciale delle piramidi, e dei prismi, 
ed in un modo generale degli altri poliedri. 

CAPITOLO IX. 



DEI rOLIEDllI UGUALI. 

proposizione lii — teorema. 

113. Due piramidi triangolari sono uguali quando hanno tre fac- 
ce respettwamentc uguali, e similmente disposte ( fig. 24 ). 

Dim, Sieno le due piramidi SABC , saie , che abbiano le facce 
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SBA, SBC, SCA respettivamente ugnali alle facce, sia, sic, sca, e 
similmente disposte. (ìli angoli triedri S, e s saranno uguali, perchè 
sono composti di angoli piani uguali ciascuno a ciascuno e disposti 
nello stesso ordine ( n° 72 ); per conseguenza gli angoli diedri SA, 
SB, SC saranno respettivamenté uguali agli angoli diedri sa, si , se. 
Quindi se si fanno coincidere gli angoli triedri accennati , risulterà 
manifesta la coincidenza delle due piramidi, che perciò saranno u- 
guali. C. 1). D. 

114. Corollario. Da questo teorema si deduce evidentemente che 
due piramidi triangolari sono uguali allorché hanno tutti i lati re- 
spettivamente uguali e similmente disposti. 

rr.orosiziONE lui — • teorema. 

1 15. Due piramidi triangolari sono uguali quando hanno un an- 
golo diedro uguale, compreso fra due facce respettivamente uguali 
e similmente disposte ( fig. 24 ). 

Dim. Sieno SABC, saie due piramidi triangolari, nelle quali sia 
l’angolo diedro SB uguale all angolo diedro si, e le facce SBA, SBC 
respettivamente uguali alle facce sia, sic, e similmente disposte. Or 
se si ponga la faccia sia sopra la sua uguale SBA, e l'angolo diedro 
si sopra SB, la faccia sic combat, era colla faccia SBC, e però risul- 
ta manifesta la uguaglianza delie due piramidi. C. D. D. 

rnorosizioNE liv — teoresi j. 

1 1 6. Due piramidi triangolari sono uguali quando hanno una 
faccia uguale adiacente a tre angoli diedri uguali ciascuno a cia- 
scuno, e similmente disposti ( fig. 24 ). 

Dim. Sieno SABC, saie due piramidi triangoli , che abbiano le 
facce uguali ABC, aie, come pure gli angoli diedri adiacenti a que- 
ste facce. Se si fanno combaciare le facce ABC , aie, la faccia asb 
si troverà nel piano della faccia ASB, ed il punto s cadrà in un pun- 
to di questo piano. Parimente, la faccia asc si troverà nel piano del- 
la faccia ASC, ed il punto s cadrà in un punto di questo piano. Niel- 
lo stesso modo ancora si dimostrerà che la faccia isc sarà situata nel 
piano della faccia BSC, e che il punto s cadrà in un punto di que- 
sto piano; per conseguenza il punto s dove ulosi trovare a un tempo 
nei tre piani ASB, ASC, BSC, si troverà nel punto s del loro in- 
contro. Quindi le dne piramidi triangolari coincideranno , e perciò 
saranno uguali. C. D. D. 

morosi zione lv — teorema. 

117. D ie piramidi triangolari sono ugnali quando hanno una 
costola uguale, e tutti i loro angoli diedri uguali ciascuno a ciascu- 
no, e similmente disposti ( fìg. 24 ). 
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Dirti. Sieno SABC , sabc due piramidi triangolari, nelle quali sie- 
no uguali gli spigoli SA, sa. come pure tutti gli angoli diedri simil- 
mente situati. Gli angoli triedri S, s sono uguali, (poiché hanno i lo- 
ro angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno e similmente disposti 
( n° 77 ); per conseguenza i loro angoli piani ASB. asb sono ugua- 
li, come pure gli angoli ASC, asc. Per la stessa ragione sono uguali 
gli angoli SAB, sab, e gli angoli SAC, sac. Quindi i triangoli ASB, 
asb sono uguali, perchè hanno il iato SA uguale al lato sa . e sono 
uguali gli angoli adiacenti a questi lati ciascuno a ciascuno: lo stesso 
ha luogo per i due triangoli ASC, asc. Dunque le due piramidi pro- 

5 oste hanno un angolo diedro uguale BASC szbasc compreso fra 
ue facce uguali ciascuna a ciascuna e similmente disposte ; perciò 
queste due piramidi sono uguali ( n° 1 15 ). C. D. D. 

PROPOSIZIONE LVI TEOREMA. . 

1 18. Due piramidi sono uguali quando hanno basi uguali, e due 
facce contigue alla prima di queste basi uguali rcspettivamente a 
due facce contigue alla seconda, e similmente disposte ( fig. 27 ). 

Dim. Sieno SABDC, sabdc due piramidi, che abbiano le basi u- 
guali ABDC , abdc, e le facce contigue ASB, BSD respettivamente 
uguali alle facce contigue asb, bsd. e similmente disposte. Si tirino 
le diagonali AD, ad, le due piramidi saranno decomposte in pirami- 
di triangolari dai piani SAD. sad. Or in virtù della uguaglianza dei 
poligoni ABCD, abed, saranno uguali i triangoli ABI) , abd ; per 
conseguenza le piramidi triangolari SABD, sabd avranno tre facce 
uguali ciascuna a ciascuna e similmente situate, onde saranno uguali 
fra loro ( n° 1 13 ). Quindi se si fanno coincidere i poligoni ABCD, 
abed, i triangoli ABD, abd coincideranno , come pure le piramidi 
triangolari uguali SABD, sabd; c però le due piramidi avranno tut- 
ti i loro vertici comuni, e coincideranno in tutta la loro estensione. 
Dunque queste piramidi sono uguali. C. D, D. 

PROPOSIZIONE LVII TEOREMA. 

1 19. Due prismi sono uguali quando hanno una base e due fac- 
ce contigue uguali ciascuna a ciascuna e similmente disposte 
( fig- 29 ). 

Dim. Nei prismi AK, ale sia la base ABCDE uguale alla base 
abede, la faccia ABGF uguale alla faccia abgf, e la faccia BCIIG 
uguale alla faccia behg. Gli angoli triedri B. e b sono uguali, poiché 
hauno gli angoli piani.respettivamente uguali, e similmente disposti; 
perciò posta la base abede sopra la base ABCD li, lo spigolo bg coin- 
ciderà rollo spigolo BG. la faccia behg colla faccia BCIIG, e la fac- 
cia abgf colla faccia ABGF. Quindi i punti f, g, h cadranno respet- 
ti vamentc su i punti F, G, H, ma per tre punti non in linea retta 
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può passare un solo piano; dunque il poligono fghik combacerà col 
suo uguale FGHIK, e gli spigoli id, ke coincideranno essi pure co- 
gli spigoli ID, KE. Laonde i due prismi sono uguali. C. D. D. 

. 1 -^0. Corollario . Due prismi retti sono uguali quando hanno ba- 
si uguali, ed uguali altezze-, dappoiché in tal caso le loro facce ret- 
tangolari sono uguali due a due, avendo uguali basi , ed uguali al- 
tezze. 



PROPOSIZIONE LVni — TEOREMA. 

121 . Il piano che passa per le diagonali corrispondenti delle due 
basi di un parallelepipedo retto, lo divide in due prismi triangolari 
uguali fra loro ( fig. 30 ). 

Dim. Sia il parallepipedo retto AG, e sicno ABCD , EGFH le 
sue^basi. Essendo lo spigolo EB uguale e parallelo allo spigolo FD 
( n 97 ). se si conducano le diagonali BD, EF delle due basi, la 
figura EBDF sarà un rettangolo; poiché per ipotesi il parallelepi- 
pedo AG é retto, e per conseguenza gli spigoli EB , FD sono per- 
pendicolari alle basi. Quindi i due solidi ABDEFII , e BCDEGP 
sono prismi triangolari retti che hanno uguali basi, ed uguali altez- 
ze, e perciò sono uguali fra loro ( n° 120 ). C. D. D. 

PROPOSIZIONE LIX TEOREMA. 

1 22. Due poliedri sono uguali allorché possono decomporsi in un 
medesimo numero di piramidi uguali ciascuna a ciascuna e simil- 
mente disposte. 

Dim. Infatti, se si fanno coincidere due di queste piramidi uguali, 
le piramidi vicine coincideranno con una faccia; e siccome esse sono 
uguali esimilmente disposte, cosi coincideranno in tutta la loro esten- 
sione. Lo stesso avrà luogo progressivamente per tutte le piramidi 
prese due a due, e però i poliedri medesimi coincideranno. C. D.D. 

123. Scolio La reciproca di questa proposizione è evidente , cioè 
che due poliedri uguali possono decomporsi in un medesimo numero 
di piramidi uguali ciascuna a ciascuna e similmente disposte. 

PROPOSIZIONE LX TEOREMA. 

124. Due poliedri sono uguali quando hanno le facce respettiva- 
mentc uguali e similmente disposte, e qualunque angolo diedro di 
due facce contigue in uno di essi uguale all'angolo diedro delle fac- 
ce omologhe nell altro. 

Dim. Imperocché, se nei due poliedri si considerano due piramidi 
triangolari omologhe esterne, si vedrà che esse sono uguali , poiché 
hanno un angolo diedro uguale compreso fra facce respettiva mente 
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uguali, e similmente situate, Quindi se da i due poliedri si tolgano 
queste piramidi, si avranno altri due poliedri , nei quali le nuove 
facce saranno respctti vomente uguali , e saranno pure respettiva- 
mente uguali i nuovi angoli diedri. Dunque si potrà operare sopra 
questi nuovi poliedri come sopra i precedenti, e così progredendo si 
potranno decomporre i due poliedri in un medesimo numero di pira- 
midi triangolari uguali e similmente disposte; e però questi poliedri 
saranno uguali. 

125. Scolio. La reciproca della proposizione precedente è mani- 
lesta, cioè che due poliedri uguali lianno le facce omologhe respet- 
tivamente uguali e similmente disposte, e l'angolo diedro di due facce 
contigue in uno di questi poliedri uguale all’angoio diedro delle fac- 
ce omologhe nell’altro. 

CAPITOLO X. 

DEI POLIEDRI EQUIVALENTI, 

126. Lo spazio compreso dalla superficie di un solido dicesi soli- 
dità, o volume. 

127. Due solidi si chiamano equivalenti quando hanno il medesi- 
mo volume, ma non possono coincidere. 

128. Misurare il volume di un solido significa determinare il suo 
rapporto col volume di un altro solido di nota grandezza che si pren- 
de per unità di volume. 

129. Per unità di volume si è prescelto quello di un cubo, cui si 
dà per spigolo l’unità di lunghezza. Così, se l'unità di lunghezza è il 
palmo, 1 unità di volume sarà un cubo, che ha per spigolo un palmo, 
e che perciò si chiama palmo cubico. Se f unità di lunghezza è la 
canna, l'unità di volume sarà un cubo, che ha per spigolo una can- 
na, e si chiama canna cubica , e così in progresso. 

130. Sotto il nome di dimensioni di un parallelepipedo rettango- 
lo s'intendono le tre rette che rappresentano la sua altezza, e le 
due dimensioni della sua base, cioè la lunghezza, c la larghezza. 

131. Alle denominazioni larghezza , ed altezza si sostituiscono 
talvolta quelle di grossezza, e di profondità. Così si dice, per esem- 
pio, la lunghezza, la larghezza, e l'altezza di un edilizio; la lunghez- 
za, l’altezza, e la grossezza di un muro; la lunghezza, la larghezza, 
e la grossezza di una tavola; la lunghezza, la larghezza, e la profon- 
dità di un fosso, ecc. 

132. Si è dato il nome di dimensioni alla lunghezza, larghezza, ed 
altezza di un parallelepipedo rettangolo, perchè esse misurano l’esten- 
sione di questo solido nei suoi tre sensi principali. Infatti, l’estensio- 
ne di un parallelepipedo rettangolo è uniforme nel senso di ciascuna 
Selle sue tre dimensioni; dappoiché essa è limitata in questo senso 
da due piani paralleli, ambiaue perpendicolari allo spigolo che misu- 
ra questa dimensione. Siffatta disposizione particolare al parallelepi- 
pedo rettangolo non esiste più negli altri solidi; non pertanto si ado- 
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pera ancora la parola dimensione per indicare i tre sensi principali 
della loro estensione, abbenchè la maggior parte di questi solidi non 
abbia, propriamente parlando, nè lunghezza, nè larghezza, nè altez- 
za assegnabili effettivamente. Si può ora comprendere perchè siasi 
prescelto il cubo per unità di volume dei solidi. 



PUOPOSZIONE LXI TEOREMA. 



133. Il parallelepipedo rettangolo ha per misura il prodotto del- 
le sue tre dimensioni ( tig. 33 ). t 

Dim. Sia MB il parallelepipedo rettangolo proposto. Supponiamo 
per fissare le idee, che lo spigolo AB contenga 6 volte lunità di lun- 
ghezza ab, e che gli spigoli AD , ed AC la contengano respettiva* 
mente 4 volte, e 7 volte. 

Si divida AB in 6 parti uguali, e per tutti i punti di divisione si 
conducano dei piani perpendicolari ad AB: parimente si divida AD 
in 4 parti uguali, e. per tutti i punti di divisione si conducano dei 

t iiani perpendicolari ad AD: finalmente si dividere in 7 parti ugua- 
i, e per tutti i punti di divisione si conducano dei piani perpendico- 
lari i ad AC. 

È manifesto che con questa costruzione il parallelepipedo BAI si 
troverà decomposto in piccoli parallelepipedi rettangoli, che avranno 
tutti le loro tre dimensioni uguali alla unità di lunghezza ab, perchè 
due piani perpendicolari ad una medesima retta sono paralleli fra 
loro ( n° 25 ). Dunque questi piccoli parallelepipedi sono cubi , dei 
quali ciascuno ha per spigolo l unità di lunghezza , c perciò è una 
unità di volume. Or è evidente che il numero di tutti questi cubi 
corrisponde al prodotto dei numeri 4, 6, e 7, cioè 168 ; dunque se 
gli spigoli AB, AD, AC sono commensurabili coll’unità di lunghezza 
ab, il parallelepipedo rettangolo BAI avrà per misura il prodotto del- 
le sue tre dimensioni. 

Suppongasi in secondo luogo che due spigoli soltantov/ff, ed AD, 
sieno commensurabili coll'unità di lunghezza ab, dico che anche in 

S iiesto raso il volume del parallelepipedo BAI sarà espresso dal pro- 
otto dei tre spigoli AB, AD, AC. Infatti, si supponga che il volu- 
me accennalo sia espresso dal prodotto ABXAD per un terzo spigo- 
lo AO minore di AC. Si prenda una parte aliquota di ab che sia mi- 
nore di OC, e si tolga dallo spigolo AC tante volte quante si può, si 
avrà un residuo CL minore di OC, pel punto L si conduca un piano 
parallelo alla base ABD del parallelepipedo proposto. Il parallelepi- 
pedo BN che ne risulta avrà per misura il prodotto dei tre spigoli 
AB, AD, AL, poiché questi spigoli sono commensurabili coll’ unità, 
di lunghezza. Ma per ipotesi il prodotto degli spigoli AB, AD , AO 
è la misura del parallelepipedo BAI, dunque il parallelepipedo BN 
dovrebbe essere maggiore del parallelepipedo BAI-, il che è assurdo. 
Nello stesso modo si dimostrerebbe che il volume del parallelepipe- 
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do BM non può essere espresso dal prodotto ABXAD per un^erzo 
spigolo maggiore di AC. p 

In terzo luogo sia il solo spigolo AD commensurabile con ab, e si 

supponga che il volume del parallelepipedo BUI sia espresso da 
ABXAD per un terzo spigolo minore di AC. Si Taccia la costruzio- 
ne sopraccennata, e sarà il parallelepipedo BN espresso dal prodotto 
dei tee spigoli AB, AD, AL, poiché AD, ed AL sono commensufa- 
hili eolTunità di lunghezza. Laonde il parallelepipedo BN sarebbe 
maggiore del parallelepipedo BM, il che non può sussistere. 

Finalmente, se tutti e tre gli spigoli sono incommensurabili col- 
l'unilà di lunghezza, si farà la stessa costruzione adoperata nei due 
casi precedenti, c si dimostrerà nello stesso modo che il parallelepi- 
pedo BN sarebbe maggiore di BM. Demone in ogni caso il paralle- 
lepipedo rettangolo ha per misura il prodotto delle sue tre dimen- 
sioni. C. D. D. 

134. Scolio Quando si dice che il parallelepipedo rettangolo BM 
ha per misura il prodotto delle sue tre dimensioni, si fa uso di una 
espressione abbreviata, colla epiale si vuole intendere che il paralle- 
lepipedo proposto BM sta al cubo bm, che è l’unità di volume, come 
il numero astratto risultante dal prodotto delle tre lince AB , AD , 
AC all’unità di lunghezza ab. Or siccome il prodotto di slB molti- 
plicala per AD rappresenta l’aja del rettangolo ABD, così se si pren- 
da questo rettangolo per base del parallelepipedo, lo spigolo slC ne 
sarà l'altezza; e però si può dire che: il parallelepipedo reUaìujolu 
ha per misura il pivdotto della sua base per la sua altezza. 

Parlando a rigore, c impossibile moltiplicare una superficie per 
una linea, ma questo modo di dire è una espressione abbreviata , 
rolla quale si dee intendere clic il numero astratto delle unità qua- 
drate della base del parallelepipedo moltiplicato pel numero astratto 
delle unità lineari dell allezza dà per prodotto im altro numero pure 
astratto, il quale esprime il rapporto del parallelepipedo proposto al 
cubo, che è l'unità di volume. 

135. Corollario I. Se il parallelepipedo rettangolo è un cubo , se 
nc avrà la misura prendendo il numero delle unità di lunghezza con- 
tenute in uno dei suoi spigoli, e formando un prodotto in cui questo 
numero entri tre volte come fattore. Così , se lo spigolo del cubo 
proposto contiene 2 unità di lunghezza, questo cubo conterrà 8 uni- 
tà di volume. Ed ecco perchè in aritmetica si è dato il nome di cubo 
al prodotto di tre fattori uguali. 

130. Corollario li. Due parallelepipedi rettangoli che hanno basi 
equivalenti, ed altezze uguali, sono equivalenti, dappoiché hanno la 
stessa misura. 

137. Corollario III. Due parallelepipedi rettangoli che hanno le 
basi in ragion-reciproca delle altezze, sono equivalenti. 

138. Corollario IV. Due parallelepipedi rettangoli che hanno la 
stessa altezza, stanno fra loro come le basi. Viceversa, se hanno u- 
guali basi, o basi equivalenti, stanno fra loro come le altezze. 

139. Corollario V. Due parallelepipedi rettangoli qualunque slan- 

17 
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no fr^Joro come i prodotti delie loro tre dimensioni , orvero come 
i prodotti delle basi moltiplicale per le altezze, o finalmente in ragio- 
ne composta dalla ragione delle basi, e dalla ragione delle altezze. 

pnorosizioNE ixii — teorema . 

1 40. Offrii parallelepipedo retto è equivalente ad un parallelepi- 
pedo retiamolo che ha la stessa altezza, ed una tose equivalente. 

( fig- 34 

Dim. Sia AL un parallelèpipedo retto, di cui la base è il paralle- 
logrammo ABGD. Dai punti A, e B si abbassino sopra DC le per- 
pendicolari AO , B. V, indi dai punti 0, e C s'innalzino sopra DC nel 
piano MDCL le perpendicolari OQ, IV P, e finalmente si tirino le ret- 
te JQ, KP. Cou questa costruzione si avrà il solido AP, che sarà un 

f arallelepipedo rettangolo equivalente al parallelepipedo proposto, 
nfalli, la base ABNO è un rettangolo equivalente al parallelogram- 
mo AtìCD; parimente la base superiore IKPQè un rettangolo equi- 
valente al parallelogrammo 1KLM. Di più, le facce laterali del soli- 
do AP sono pure rettangolari; dappoiché essendo MD perpendicola- 
re al piano della base ABCD del parallelepipedo retto, le linee QO , 
IV P parallele a MD saranno pure perpendicolari al piano medesimo 
( n° 24 ) ; ma gli spigoli IA, KB sono essi ancora perpendicolari al 

f iiano accennato, dunque il solido AP è un parallelepipedo rettango- 
o. Or da un’altra parte i due prismi triangolari retti AM, BL sono 
uguali, poiché le basi ADO , BCN sono uguali, come pure le altezze 
DM, IV P ( n° 120 ), dunque se a questi due prismi si aggiunge di 
comune il solido ABCOIKLQ, il parallelepipedo retto AL risulterà 
equivalente al parallelepipedo rettangolo AP. C. D. D. 

14 1. Corollario I. Dalla proposizione precedente si deduce che' 

Il parallelepipedo retto ha per misura il prodotto della sua base 
per la sua altezza 

142. Corollario II. Due parallelepipedi retti che hanno le basi e- 
quivalenti, c le altezze uguali, sono equivalenti. 

143. Corollario III. 11 prisma triangolare retto BCDF ( fig. 30 ) 
ha per misura il prodotto della sua base per la sua altezza. 

Infatti, il prisma triangolare retto BCDF è la metà (n° 121 ) del 
parallelepipedo retto CH che ha una base doppia e la stessa altezza. 

144. Corollario IV. Dal corollario precedente apparisce che 
Due prismi triangolari retti sono equivalenti, quando hanno basi 
equivalgati, ed altezze uguali. 

rnorosizioNE lxiii — teorema . 

145. Dite piramidi triangolari rette che hanno basi equivalenti . 
ed altezze uguali, sono equivalenti. ( fig. 35 ). 

Dim. Sieno SABC, sabc due piramidi triangolari rette. Si suppone 



Digitìzed by Googte 




GEOMETRIA SOLIDA 35 

che le basi ABC , aie sicno situale in un medesimo piano, e clic l'al- 
tezza della prima piramide si confonda collo spigolo SA, e l'altezza 
della seconda cada sul lato ac della base ai c ; poiché se cadesse 
dentro di questa base la dimostrazione seguente resterebbe sempre 
la stessa. 

Si chiamino P, e pi volumi delle due piramidi: se queste pirami- 
di non sono equivalenti, sia tabe la più piccola. Sarà sempre possi- 
bile, prendendo un’altezza conveniente Ax, costruire un prisma ret- 
to avente per base il triangolo ABC, di cui il volume sia uguale alla 
differenza P — p dei volumi delle due piramidi proposte. 

Si divida l’altezza SA in parti uguali minori di Ax , c per i punti 
di divisione D, G, K, ecc. si conducano dei piani paralleli al piano 
delle basi; le sezioni fatte da ciascuno di questi piani nelle due pira- 
midi saranno equivalenti (n* 142 ), onde si avrà DEF=def, GUI ~ 
gàt, ecc. , 

Ciò premesso, sopra i triangoli ABC, DEF, GUI, ecc. presi per 
basi si costruiscano i prismi retti esterni ABCN. DEFO, GHIP, ecc., 
che abbiano per altezze le parti AI), DG, GK, ecc. dell’altezza SA. 
Parimente sopra i triangoli def, ghi, klm , ecc. presi per Itasi si co- 
struiscano nella seconda piramide i prismi retti interni defo.ghip, cc. 
dei quali le altezze saranno uguali alle altezze AD, DG, GK, ec. dei 
prismi esterni appartenenti alia prima piramide. Quindi lutti i prismi 
un qui mentovati avranno per altezza comune AD. 

La somma de' prismi esterni della piramide SABCè maggiore del 
volume di questa piramide; al contrario la somma de' prismi interni 
della piramide saie è minore del volume di questa piramide ; dun- 
que per queste due ragioni, se si chiami S la somma dc’prismi ester- 
ni ; e « quella degli interni , dovrà essere la differenza S — s mag- 
giore della differenza P— p. 

Or a partire dalle basi ABC, abe, il secondo prisma esterno 
DEFO è equivalente al primo prisma interno defo(n° 1 42), poiché 
hanno basi equivalenti ed altezze uguali ; sono equivaleteti per la 
stessa ragione il terzo prisma esterno GHIP ed il secondo interno 
ghip, il quarto esterno ed il terzo interno, e così in progresso fino 
all ultimo degli uni e degli altri. Dunque tutti i prismi esterni della 
piramide SABC, eccetto il primo ABCN , hanno i loro equivalenti 
ne'prismi interni della piramide tabe-, per conseguenza la differen- 
za S — s sarà uguale ai prisma accennato ABCN. Ma per costruzio- 
ne la differenza P — p delle due piramidi è maggiore del prisma 
ABCN, dunque la differenza S — a dei prismi sarà minore della 
differenza P—p delle piramidi ; ma più sopra si è dimostrato che 
doveva essere maggiore, dunque la piramide SABC non può essere 
maggiore della piramide tabe. Nello stesso modo si dimostrerà che 
non può essere minore , poiché basterà costruire i prismi esterni 
nella piramide tabe, e gl'interni nella piramide SABC-, perciò le 
due piramidi sono equivalenti. C. D. D. 
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rnoposiziONE lxiv — teorema. 

14G Ogni piramide triangolare obliqua è equivalente ad una 
piramide triangolare retta che ha la medesima base , e la medesi- 
ma altezza (Gg. 27). 

Dim. Sia SD l'altezza delia piramide obliqua SABC. Si tirino le 
rette BD , AD, CD, indi si costruisca un triangolo abe uguale ai tri- 
angolo ^#(7, e sopra bc si costruisca il triangolo bed uguale al tri- 
angolo BCD, sarà il quadrilatero alci ugnale al quadrilatero ABCD, 
Ciò premesso, s’innalzi al punto o sul piano abed la perpendicolare 
osszDS, e si conducano le rette sa, so, se, sd, ad. 

La piramide triangolare retta SABD è equivalente alla piramide 
triangolare retta sabd; dappoiché la base ABD della prima è uguale 
alla base abd della seconda , e l’ altezza SD è uguale all’ altezza so 
(n° 145 ). Parimente si dimostra che la piramide triangolare SADC 
è equivalente alla piramide triangolare sadc : per conseguenza la pi- 
ramide-quadrangolare SABDC è equivalente alla piramide quadran- 
golare rnbdc. Ma la piramide triangolare retta SBDC è equivalente 
alla piramide triangolare retta sbdc-, dunque se dalle due piramidi 
quadrangolari si tolgano queste due piramidi triangolari , resterà la 
piramide triangolare obliqua SABC equivalente alla piramide trian- 
golare retta sabe. C. D. D. 

147. Corollario. Dal teorema precedente si deduce evidentemen- 
te che: due piramidi triangolari qvalrmque che hanno le basi equi- 
valenti, e le altezze uguali, sono equivalenti. 

' rnoposiziONE lxv — teorema, 

148. Ogni piramide triangolare è equivalente alla terza perle 
del prisma triangolare della medesima base, e della medesima al- 
tezza (Gg. 3G).- 

Dim. Sia ABCD una piramide triangolare. Per i punti B, e C. 
si conducano le rette BE , CF uguali e parallele ad AD (n°27); in- 
di si congiungauo i punti E, D, F colle rette ED, DF, FE: con 
questa costruzione si formerà il prisma triangolare AE, il quale avrà 
la medesima base ABC, c la medesima altezza della piramide pro- 
posta. 

Ciò premesso, per i tre punti C, D, E si faccia passare un piano, 
questo dividerà la piramide quadrangolare EBCFD in due piramidi 
triangolari equivalenti EBCD, ECFD, poiché hanno basi uguali, e 
la stessa altezza, cioè la perpendicolare addossata dal vertice comune 
tì sul piano EBCF. Or considerando la piramide ECFD come se 
avesse per base il triangolo EDF, e per vertice il punto C, ne segue 
che le due piramidi ECDF, ABCD avranno basi uguali , ed altezze 
uguali; perciò ip*estc due piramidi saranno uguali, ed il prisma trian- 
golare sarà deromposlo nelle tre piramidi triangolari equivalenti fra 
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loro Alidi , EBCD , ECF1). Laonde la piramide proposta ABCD 
■ sarà la terza parte del prisma A E. C. 1). D. 

149. Corollario 1. Due prismi triangolari che hanno le basi equi- 
valenti. e le altezze uguali , sono equivalenti. 

150. Corollario II. Dal corollario precedente si deduce che un 
prisma triangolare obliquo è equivalente ad un prisma triangolare 
retto di base equivalente c della stessa altezza, ma il prisma triango- 
lare retto ha per misura il prodotto della base per l’altezza (n°!43); 
per conseguenza. Ogni prisma triangolare ha per misura il prodotto 
della sua base per la sua altezza. 

151. Corollario 111. Ma la piramide triangolare è la terza parte 
del prisma triangolare della stessa base, c della stessa altezza, dunque 

Ogni piramide triangolare ha per misura il prodotto della sua 
base pel terzo della sua altezza. 

152. Corollario IV. Potendosi ogni prisma poligono decomporre in 

prismi triangolari della stessa altezza ( n° 106 ) : ed ogni piramide 
poligona in piramidi triangolari della stessa altezza ( n° 103 ) ne con- 
segue che ' 

1°. Ogni prisma ha per misura il prodotto della sua base per la 
sua altezza. 

2°. Ogni piramide ho per misura il prodotto della sua base pel 
terzo della sua altezza ; e per conseguenza. 

3°. Ogni piramide è la terza parte del prisma della stessa base , 
e della stessa altezza. 

WlOrOSIZlONE LXVI — TEOREMA. 

153. Il piano che passa per le diagonali corrispondenti di due 
facce opposte di un parallelepipedo obliquo, lo divide in due prismi 
triangolari equivalenti ( lig. 30 ). 

Dim. Sia il parallepipedo obliquo CU, e per le diagonali corri- 
spondenti EF, BD di due Iacee opposte qualunque si lai eia passare 
il piano EBDF, il quale dividerà il parallelepìpedo proposto nei due 
solidi ABDU, BDCG. In primo luogo questi due solidi sono prismi 
triangolari; poiché i triangoli ABD, EFII, avendo i loro lati uguali 
e paralleli, sono uguali fra loro, e nel tempo stesso le farce laterali 
sono tre parallelogrammi. Quindi il solido A1W1I è un prisma trian- 
golare , e lo stesso si dimostra pel solido BDCG. 

In secondo luogo, i due prismi triangolari accennali sono equiva- 
lenti, poiché hanno basi uguali, ed altezze uguali ( n u 149 ), dunque 
il piano EBDF divide il parallelepipedo obliquo in due prismi equi- 
valenti. C. D. D. 

154. Corollario I. Poiché il prisma triangolare ha per misura il 
prodotto della sua base per la sua altezza ( n u 159 ), apparisce dalla 
proposizione precedente che 

Un parallelepipedo qualunque ha per misura il prodotto della 
sua base per la sua altezza ; e per conseguenza 
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155. Corollario 11* Un parallelepipedo obliquo ABCK ( fig. 37 ) 
è equivalente ad un parallelepipedo rettangolo ABCD della stessa • 
base, e della stessa altezza; e però 

Due parallelepipedi della stessa base e della stessa altezza sono 
equivalenti fra loro. 

156. Scolio. Tutti i teoremi ricavati ( n° 136 al n° 139 ) tome 
corollari della misura del parallelepipedo rettangolo si possono appli- 
care a due parallelepipedi qualunque, a due prismi qualunque , ed 
anche a due piramidi qualunque. Ciò risulta da quanto fin qui si è 
esposto. 

rnorosiziONE lxvxx — teorema . 

157. Se una piramide triangolare si tagli con un piano parallelo 
alla base , il tronco che resta togliendo la piccola piramide è equi- 
valente alla somma di Ire piramidi , che hanno per comune altezza 
quella del tronco, e per basi luna la base inferiore del tronco, lat- 
tea la baie superiore . e t ultima una media proporzionale fra que- 
ste due basi ( fig. 38 ). 

Dim. Sia ABCDEF un tronco di piramide triangolare. Per i pun- 
ti A, E, C si faccia passare uu piano, questo distaccherà dal tronco 
la piramide triangolare ABCÈ che ha per lase la base inferiore del 
tronco, e per altezza rattezza del tronco medesimo; poiché il vertice 
E si ritrova nel piano DEE: questa è la prima delle tre piramidi. 

Rimane la piramide quadrangolare che ha per yerticc il punto E, 
e per base il trapezio DACE, l’er i tre punti D, E, C si faccia pas. 
sare nn piano, che dividerà la piramide accennata in dne piramidi 
triangolari. La prima EDFC può considerarsi come avente per base 
il triangolo DEF e per vertice il punto C, per conseguenza avrà per 
base la base superiore del tronco, c la stessa altezza di questo. Dun- 
que è questa la seconda piramide. 

In quanto alla piramide ED AC, a line di trasformarla in un’altra 
equivalente, si conduca pel punto E nel piano ADEB la retta EK 
parallela ad AD, e si unisca DK, e KC. La piramide ED AC è eqni- 
valente alla piramide ADCK, perchè hanno la stessa base ADC, e la 
stessa altezza, essendo i loro vertici situati in una retta EK parallela 
ad AD, ovvero al piano ADC. Ma la piramide ADCK può conside- 
rarci come se avesse per base il triangolo AKC, e per vertice il pun- 
to D, resta dunque a dimostrare che la base AKC è media propor- 
zionale fra le due basi del tronco. Infatti, essendo le rette DE, DF 
respeltivaraente parellele ad AB, AC, e rivolte nello stesso senso , 
sarà 1 angolo EDF uguale all’angolo BAC ; ma DE vzAK, se dunque 
si considerano DF, ed AC come basi dei triangoli DEF, AKC , le 
perpendicolari abbassate dai vertici E K su queste basi ; ovvero le 
altezze dei due triangoli saranno uguali ; c però i triangoli DEF , 
AKC staranno come le basi DF, AC. Ma i triangoli AKC, ABC stan- 
no ancora come le basi AK, AB, ovvero come DE. AB, poiché han- 
no la stessa altezza; e per la simiglianza dei triangoli DEF, ABC si 
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ha DF : AC : : DE, o AK : AB, dunque In fine sirà 

DEF : AKC : : AKC : ABC. C. D. D. 

PROPOSIZIONE LXVIII — TEOREMA. 

f 58. Il tronco di una piramide qualunque è equivalente alla 
somma di tre piramidi, che hanno per comune altezza quella del 
tronco, e per òasi la base inferiore del tronco, la base superiore , 
ed una media proporzionale fra queste due basi ( fig. 28 ). 

Dm. Sia 5 una piramide qualunque, T una piramide triangolare: 
si supponga che le basi ABCD, MNP sieno equivalenti, e situate in 
un medesimo piano; e che le altezze SO, TQ sieno uguaji fra loro ; 
indi si conduca un piano parallelo a quello delle basi che tagli le 
due piramidi. , 

Essendo per ipotesi le basi -equivalenti, le sezioni abcd, tnnp sa- 
ranno ancora equivalenti (n° 102 ) ; per conseguenza le piramidi 
parziali Saòcd, Tmnp saranno equivalenti. Ma le piramidi intere 
sono equivalenti, perchè hanno basi equivalenti, ed altezze uguali, 
dunque il tronco della piramide poligona è equivalente al tronco 
della piramide triangolare; e però il tronco di una piramide qualun- 
que si potrà decomporre in tre piramidi, come nella enunciazione 
del teorema. C. D. D. 

159 Corollario. Da ciò si deduce che 

Il tronco di piramide a basi parallele ha per misura il terzo del 
prodotto della sua altezza per la somma delle sue due basi e di una 
media proporzionale fra queste due basi. 

PROPOSIZIONE LXIX — TEOREMA 

1 60 Se si taglia un prisma triangolare con un piano inclinato 
alla base, il tronco sarà uguale alla somma di tre piramidi, che 
hanno per base comune la base inferiore del tronco, e per vertici 
quelli della base superiore (fig. 39). 

Dim. Sia ABCDEF un tronco di prisma triangolare. Per i punti 
A, E, Csi faccia passare un piano, questo distaccherà dal tronco la 
piramide triangolare ABCE, che ha per base la base inferiore del 
tronco, e per vertice il punto E della base superiore. 

Per i punti D, E, Csi faccia passare un piano, questo dividerà 
la piramide quadrangolare EADFC in due piramidi triangolari. La 
prima ED AC avendo per base il triangolo DAC, e per vertice il pun- 
to E, sarà equivalente alla piramide DA CB che ha la stessa base, e 
la stessa altezza, Ma la piramide DACB può considerarsi come se 
avesse per base il triangolo ABC, e per vertice il punto D, dunque 
si ha la seconda piramide, 

Rimane ora a considerare la piramide EDFC, la quale è equiva- 
lente alla piramide AEFC, poiché hanno la stessa base ECF, e la 
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stessa altezza, essendo i vertici D, ./situati nella retta DA parallela 
al piano ECF. Ma la piramide AEFC può considerarsi come se 
avesse per base il triangolo ACF, e per vertice il punto E, c perciò 
è equivalente alla piramide ACFB , che ha la stessa base e la stessa 
altezza , dunque la piramide ECFD è equivalente alla piramide 
ACFB , la quale sarà la terza piramide richiesta, poiché si può con- 
siderare come se avesse per base il triangolo ABC, e per vertice il 
punto F. C. D D. 

101 Corollario. Dal teorema precedente s’inferisce che 
\ Il prisma triangolare troncato ha per mistura il prodotto della 
sua base pel terzo della somma delle tre perpendicolari abbassate 
su questa base dai vertici opposti. 

102. Scolto. Quando si ha un tronco di prisma triangolare retto, 
le perpendicolari abbassale dai vertici, D, E, /'sulla base ABC si 
confondono cogli spigoli DA, EB, FC, e però ne consegue che 

Il tronco di prisma triangolare retto ha per misura il prodotto 
della sua base pel terzo della somma dei suoi tre spigoli laterali. 

ruorosiziONE lxx — teorjemj. 

I Gii. Ogtii poliedro si può trasformare in una piramide equivalente. 

Dim. Polendosi ogni poliedro decomporre in piramidi (n. Ili ), 
il suo volume sarà equivalente al volume di una piramide, che ha 

C ;r base un poligono equivalente alla somma dei poligoni, clic sono 
basi delle piramidi accennate, e per altezza la terza parte della 
somma delle altezze delle stesse piramidi. Tutto adunque si riduce 
a dimostrare che si può costruire un poligono equivalente a più po- 
ligoni dati; ma ciò diviene subito manifesto osservando che ogni po- 
ligono si può trasformare in un quadrato equivalente, e che è sem- 
pre possibile costruire un quadralo uguale alla somma di più qua- 
drati dati; per conseguenza si potrà sempre costruire una piramide 
equivalente ad un poliedro. C. D. D. 

164 Scolio. È facile vedere che a due piramidi si possono sempre 
sostituire due parallclepipidi rettangoli ad esse respettivamente 
equivalenti; perciò se si sapesse trovare in linee il rapporto di due 
parallelepipedi rettangoli , si potrebbe ridurre il rapporto di due po- 
liedri qualunque al semplice rapporto di due linee , come nella 
geometria piana si è fatto per due poligoni qualunque. Questo ri- 
snltamento è della più grande importanza, é fa oonoscere la poten- 
za della geometria; dappoiché il rapporto di due linee si può sempre 
assegnare in numeri, sia esattamente, sia con quella approssimazio- 
ne cue si vuole; per conseguenza la riduzione acl rapporto delle fi- 
gure piane c solide a quello di due linee non solamente è pér se 
stesso un mirabile comcepimento geometrico, ma fa vedere ancora 
la possibilità di applicare alla pratica le speculazioni della geometria. 
Quindi ci occuperemo nella proposizione seguente del rapporto in li- 
nce di due parallelepipedi rettangoli. 
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PROPOSIZIONE LXXI — TEOREMA. 

185. Il rapporto di due parallelepipedi rettangoli si può sempre 
esibire in linee (fig. 33). 

Dim. Sieno AB, AD, AC le dimensioni di un parallelepipedo ret- 
tangolo BM, ed ab, ad, ac sieno quelle di un altro parallelepipedo 
rettangolo bm ■ Si trovi una quarta proporzionale 6 in ordine alle 
ire linee ac, AB, AD, ed una quarta proporzionale g in ordine alle 
ire linee AC, ab. ad. Dico che le due linee G, e g staranno fra Jorq 
come i due parallelepipedi BM, e bm. 

Infatti, avendosi per costruzione 

ac : AB : : AD'. G 

AC: ab : : ad: g, 

Sarà il rettangolo ABD equivalente al rettangolo acG; ed il refe- 
(angolo abd equivalente ai rettangolo ACg. Donde si deduce che se 
si faccia pg = AC, pr = ac, po=.Q,eps~ g, il parallelepipedo BM 
sarà equivalente al parallelepipedo pu: poiché il rettangolo rpo è 
equivalente al rettangolo ABD, epqss. AC. Parimente il parallele- 
pipedo bm sarà equivalente al parallelepipedo ph, perchè il rettan- 
golo gps è equivalente ai rettangolo abd, epr — ac. Ma i paralle- 
lepipedi pu , ph hanno una medesima faccia, o base qpr, e per con- 
seguenza stanno fra loro come le altezze po, ps, ovvéro come Q, g, 
dunque sarà v 

BM; bm : : G; g , C. D. ZI- 

CAPITOLO XI. 

. .§*•*• . , 

DEI POLIEDRI SIMILI. 

166. Un poliedro qualunque essendo dato è evidente che si può 
sempre concepire un altro poliedro, il quale sotto diversa esten- 
sione abbia la medesima figura. Questi due solidi saranno dunque 
composti di un medesimo numero di facce simili e similmente di- 
sposte, ed avranno gli angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno, 
come pure gli angoli solidi, ed in fine saranno proporzionali tutti 
gli spigoli omologhi, vale a dire quelli che sarebbero nella stessa di- 
rezione quando $i sovrapponesse un angolo solido di un poliedro <|1 
suo uguale nel poliedro simile. 

Ij67. Or siccome per determinare un poliedro none necessario 
Conoscere tutte le parti che lo compongono, cosi pure non è necessa- 
rio conoscere tutti i caratteri di simiglianza sopraccennati per con- 
cludere che due poliedri sono simili. Quindi si possono definire i po? 
liedri simili nel modo quj appresso. 

168. Due poliedri si dicono simili quando hanno tutte le loro 
facce simili, similmente disposte , c gli angoli solidi formati dafle 
Acce omologhe respetti vamente uguali, 

18 . 
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PROPOSIZIONE LXXII — TEOREMA. 

169. Se si taglia una piramide con un piano parallelo alla base, 
la piramide parziale sarà simile alla piramide intera (fig. 28). 

Dim. Sia la piramide SABCD tagliala da un piano abcd paralle- 
lo alla base; dico thè la piram de Sabcd é simile a SABCD. Infatti, 
tutte le facce dell'una sono simili alle facce dell’altra; e però gli 
spigoli omologhi sono proporzionali, e gli angoli piani degli angoli 
solidi omologhi sono uguali ciascuno a ciascuno. Inoltre è evidente 
che gli angoli diedri omologhi sono uguali; dunque saranno ancora 
uguali gli angoli solidi omologhi (n. 80 ); e per conseguenza le due 
piramidi sono simili. C. D.D. , 

PROPOSIZIONE LXXIII — TEOREMA. 

170. Due piramidi triangolari sono simili quando .hanno gli an- 
goli diedri uguali ciascuno a ciascuno e similmente situati ( fig. 40). 

Dim. Sieno SABC, e sale due piramidi triangolari che abbiano i 
loro angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno e similmente situati; 
gli angoli triedri S, e s avendo i loro angoli diedri uguali ciascuno 
a ciascuno e similmente disposti, sono uguali fra loro ( n. 77 ), e 
per conseguenza hanno gli angoli piani uguali. Lo stesso si può di- 
mostrare per gli angoli triedri A, ed a, come pure per gli angoli 
triedri B, e b. Quindi i due triangoli ASB, ed asb sono equiangoli, 
e perciò simili. Nello stesso modo si dimostra la siiniglianza delle al- 
tre facce delle due piramidi triangolari , dunque queste piramidi so- 
no simili. C. D. D. 

PROPOSIZIONE I.XXIV — TEOREMA. 

171. Due piramidi triangolari sono simili quando hanno una 
faccia simile adiacente a tre angoli diedri uguali ciascuno a cia- 
scuno (fig. 40). 

Dim. Nelle piramidi triangolari SABC , tabe tiene ABC , abe le 
due facce simili, gli angoli triedri A, ed a saranno uguali, poiché 
hanno un angolo piano uguale adiacente a due angoli diedri ugnali 
ciascuno a ciascuno e similmente disposti (n. 79 ); per conseguenza 
saranno uguali gli angoli diedri SA, sa; e nello stesso modo si di- 
mostrerà l’uguaglianza degli altri angoli diedri. Dunque (n. 170) te 
due piramidi triangolari sono simili. C. D. D. 

PROPOSIZIONE LXXV TEOREMA. 

162. Due piramidi triangolari sono simili quando hanno un an- 
golo diedro uguale compreso fra due facce respellivamentc simili € 
similmente disposte (fig. 40) 
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Dim. Sia l’angolo diedro S/f uguale all’angolo diedro sa, eie fac- 
ce SAB, SAC che comprendono il primo sieno respettivamente si- 
mili alle facce sab, sac che comprendono ii secondo; gli angoli trie- 
dri S, s saranno uguali, poiché hanno un angolo diedro uguale 
compreso fra due angoli piani uguali ciascuno a ciascuno (n. 78); 
per conseguenza sono uguali gli angoli diedri SB, e sb. Parimente 
eli angoli triedri A, ed a saranno uguali, perchè hanno un angolo 
diedro uguale compreso fra due angoli piani uguali ciascuno a cia- 
scuno e similmente disposti; perciò saranno uguali gli angoli diedri 
AB, ed ab. 

Quindi le due piramidi triangolari proposte hanno le facce simili 
ASB, asb adiacenti a tre angoli diedri respettivamente uguali e si- 
milmente situati i pcl*conseguenza sono simili (n. 171). C. D. D. 

proposizione lxxvi — teorema. 

173. Dm piramidi triangolari sono simili quando hanno tre fac- 
ce simili ciascuna a ciascuna e similmente disposte (Gg. 40). 

Dim. Sieno le facce ASB, ASC, BSC respettivamente simili alle 
(acce asb, asc, bsc e similmente disposte. Gli angoli triedri S, c s 
saranno uguali, poiché hanno i loro tre angoli piani uguali ciascuno 
a ciascuno e similmente situati ; e per conseguenza risultano uguali 
gli angoli diedri SA, sa; e le due piramidi proposte saranno simili 
in virtù del teorema precedente C. D. D. 

rnorosizioxE lxxvii — teorem j. 

174. Due piramidi triangolari simili hanno i loro spigoli omo- 
loghi proporzionali alle altezze (fig. 40) 

Dim. Sieno SABC, sabc due piramidi triangolari simili. Facendo 
coincidere l'angolo triedro s col suo uguale S, la piramide sabc verrà 
rappresentata dalla piramide SEDF. La retta ED sarà parallela ad 
AB, poiché l’angolo SED= SAB, e per la stessa ragione la retta 
DF sarà parallela a BC. Quindi ii piano EDF sarà parallelo al 
piano ABC ( n. 42 ). Orse dal punto Ssi abbassila perpendicolare 
sopra uno di questi piani, essa sarà ancora perpendicolare all’altro. 
Sieno SO, SG le altezze delle due piramidi prese sopra questa per- 
pendicolare, in virtù dei piani paralleli EDF , ABC, si avrà (n.lOO), 
SA : SE : : SO : SG , 

per conseguenza le altezze sono proporzionali agli spigoli omologhi. 

PROPOSIZIONE LXXVI II TEOREMA. 

1 7ò. Due poliedri simili sono composti di un medesimo numero 
di piramidi triangolari simili respettivamente e similmente disposte 

( 4 32). 
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Dim. Sieno SAB, ABCD , CDE Ire facce consecutive del primo 
poliedro, e sab, abeti, ede le tre facce omologhe del secondo. Sup- 
poniamo che i due poliedri sieno decomposti in piramidi aventi per 
vertici i punti omologhi S, s. e per basi le facce dei poliedri mede- 
simi; supponiamo inoltre che queste piramidi medesime sieno divise 
in piramidi triangolari aventi per vertici gli Stessi punti S, a; e si 
tirino le diagonali SC, SD, SE, se, sd, se , come pure le rette 

AC, ab. ' . 

Le diié facce ABCD àbód essendo simili per ipotesi saranno an- 
cora simili i triangoli ABC, abc. 

Da un’altra parte sono uguali gli angoli diedri CBAS , ebas , poi- 
ché essendo simili i poliedri sono uguali gli angoli solidi omologhi, 
dunque le due piramidi triangolari SABC,iabc hanno un angolo 
diedro uguale compreso fra due facce simili respetlivamente e simil- 
mente disposte , perciò saranno simili. Dal thè si deduce la simU 
glianza delle facce omologhe ASC, asc, e l’uguaglianza degli angoli 
diedri SACÌI, sacb. Gli angoli diedri SA CD, sabd saranno ancora 
uguali, perchè sono supplementi dei precedenti. Di più ; i triangoli 
ADC, ade sono simili, dunque le due piramidi triangolari SACD , 
sacd hanno un angolo diedro uguale compreso fra due facce simili 
ciascuna a ciascuna e similmente disposte ; e però queste piramidi 
sono simili. Da Ciò si conclude la simiglianza delle tacce oiriotOghèr 
DSC, dsc, e l’uguaglianza degli angoli diedri SDCA, sdea. Or es- 
sendo simili i poliedri, gli angoli diedri omologhi EDCA, edea sono 
uguali, perchè sono uguali gli angoli solidi omologhi. Se dunque da- 
gli angoli diedri accennati si tolgono i precedenti, i rimanenti ango- 
li diedri SCDE, sede saranno uguali. Ma i triangoli DCE, dee sono 
simili ( e lo sarebbero ancora se in luogo di essere facce omologhd 
dei due poliedri, facessero semplicemente parte di due facce omolo- 
ghe ); dunque le due piramidi triangolari SCDE , sede hanno un an- 
golo diedro uguale compreso fra due facce simili respetlivamente e 
similmente disposte, e perciò sono simili. 

Continuando nello stesso modo, si potrà dimostrare progressiva- 
mente la simiglianza di tutte le piramidi triangolari che compongo- 
no i due poliedri proposti. C. D. D. 

PROPOSIZIONE LXXVitl — TEORESI J. 

176. Nei poliedri simili gli spigoli omologhi., le diagonali omo- 
loghe delle facce omologhe, e le diagonali interne omologhe sotto 
proporzionali ( fig. 32 ). 

Dirti. Infatti, 1“ dalla simiglianza delle facci: omologhe dei dtie 
poliedri si deducono le proporzioni 

SA : sa : : AB : ab : t CD : cd : : DE : de, ecc. e però gli spigoli 
omòloghi sono proporzionali. 

2°. Si considerino due diagonali omologhe, per esempio, AC, oc 
*j* dèe facce omologhe ABCD, abed , è manifesto che le diagonali 
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accennale Sono proporzionali agli spigoli omologhi AB , ab. Parimeli* 
te le diagonali 'omologhe di due altre facce omologhe sono propor- 
zionali a due spigoli omologhi ; ma tutti gli spigoli omologhi sono 
proporzionali, dunque le diagonali omologhe delle facce omologhe 
sono proporzionali. 

3°. Finalmente, se si considerano due diagonali omologhe interne, 

G r esempio, SE, se, queste saranno proporzionali agli spigoli omo- 
ghi CD, cd, in virtù della simiglianza delle piramidi SODE, sede. 
Dunque le diagonali interne omologhe sono proporzionali. C. D.l). 

PROPOSIZIONE LXXIX — TEOREUJ. 

177. Le superficie dei poliedri simili stanno fra loro come i qua- 
drati degli spigoli omologhi ( fìg. 32 ). 

Dim. Le aje dei poligoni simili stanno fra loro come i quadrali 
dei lati omologhi, dunque sarà la faccia SAB alla faccia sab come il 
quadralo di AB al quadrato di ab. Parimente sarà la faccia ABCD 
alla faccia abed come il quadralo di AB al quadrato di ab , e la fac- 
cia DCÈ alla faccia dee come il quadrato di DC al quadrato di de. 
Ma tutti gli spigoli omologhi dei poliedri simili sono proporzionali , 
dunque saranno ancora proporzionali i loro quadrati; e però sarà la 
faccia ASB alla faccia asb come la faccia ABCD ad abed , c come 
DCE a dee, ecc. 

Quindi la somma di tutte le facce del primo poliedro starà alla 
somma di tutte le facce del secondo come una faccia qualunque del- 
l'Ono sta alla faccia omologa dell altro, ovvero come il quadrato di 
uno spigolo del primo sta al quadrato di uno spigolo omologo del se- 
condo. Dunque le superficie dei poliedri simili stanno fra loro come 
i quadrati degli spigoli omologhi. C. D. D. 

PROPOSIZIONE LXXX TEOREUJ. 

1 78. I poliedri simili stanno fra loro come i cubi deg’i spigoli 
omologhi { fig. 40 ). 

Dim. Si considerino in primo luogo le due piramidi triangolari 
simili SABC, sabe. Or due piramidi stanno fra loro in ragion com- 
posta dalla ragione delle basi ABC, abe, e dalla ragione delle altez- 
ze SO, so. Ma le basi essendo simili stanno fra loro come i quadrali 
dei lati omologhi, e questi sono proporzionali alle altezze (n° 100), 
dunque le due piramidi sono in ragion triplicata dei lati omologhi , 
ovvero come i cubi di questi lati. 

Ciò premesso, passiamo a considerare due poliedri simili qualun- 
que ( fig. 32 ), che si potranno concepire divisi in un medesimo nu- 
mero di piramidi triangolari simili respettivamenle e similmente di- 
sposte. Ciascuna delle piramidi del primo poliedro , per esempio , 
SABC starà alla sua omologa sabe nell'altro, come il cubo di uno 
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ilei suoi spigoli AB sta al cubo dello spigolo omologo ab dell litri 
piramide, ma tutti questi spigoli sono nei due poliedri nel medesimo 
rapporto, poiché sono necessariamente o gli spigoli omologhi dei po- 
liedri proposti, o le diagonali omologhe delle loro facce omologhe , 
o infine le diagonali omologhe interne; per conseguenza i loro cubi 
formeranno una serie di rapporti uguali, e questi rapporti essendo 
uguali a quelli delle piramidi, si concluderà che questi ultimi rap- 
porti sono uguali fra loro. Laonde la somma delle piramidi costi- 
tuenti il primo poliedro starà alla somma delle piramidi costituenti il 
secondo, come una qualunque piramide SABC dell’uno sta alla cor- 
rispondente piramide tabe dell'altro, orvero come il cubo di uno spi- 
golo del primo poliedro sta al cubo dello spigolo omologo del secon- 
do. Mettendo in luogo delle piramidi i poliedri da esse composti , ne 
risulterà che i poliedri simili stanno come i cubi dei lati omologhi. 
C. D. D 



CAPITOLO XII. 

fiEl POLIEDRI SIMMETRICI. 

1 79. Per essere uguali due piramidi triangolari non tasta che ab- 
biano le loro facce uguali ciascuna a ciascuna, ma si richiede anco- 
ra che queste facce sieno disposte nello stesso ordine; poiché se fos- 
sero disposte in ordine inverso non potrebbero affatto coincidere , 
stante la simmetria degli angoli solidi. Conviene adunque considera- 
re le figure solide, nella costituzione delle quali entrano gli angoli 
solidi simmetrici. 

PROPOSIZIONE LXXXI — TEOREM J. 

ISO. Se due piramidi triangolari, che hanno le facce r espelliti a - 
mente uguali, ma disposte in ordine inverso , sono situate in modo 
che due facce uguali coincidano, il piano della faccia comune sarà 
perpendicolare alla retta congiungente i vertici opposti, e la divi- 
derà in due parti uguali ( fig. 41 ). 

Dim. Sieno SABC, e SABC le due piramidi triangolali propo- 
si; sia O il punto di mezzo della retta SS 1 che unisce i vertici op- 
posti alla base comune ABC, si conducano le rette AO , BO , CO. 
Essendo AS — AS. il triangolo SAS' sarà isoscele , e per conse- 
guenza la retta AO è perpendicolare alla retta SS. Parimente essen- 
do BS = BS‘, e CS — CS, le rette BO, e CO sono perpendicolari a 
&•?. Dunque ( n“ 13 ) le tre rette AO, BO, CO si trovano nel pia- 
llo che sarebbe prodotto dal rivolgimento dell’angolo retto SOC_ in- 
torno al lato SO supposto immobile; ma questo piano contiene i'tre 
punti A, B C, dunque esso è il piano della faccia comune ABQ. 
C. D. D, 
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|81. Scolto. Dalla proposizione precedente è derivato che due pi- 
ramidi triangolari si dicono simmetriche quando hanno le loro facce 
uguali ciascuna a ciascuna e disposte in ordine inverso ; dappoiché 
possono essere situate simmetricamente rispetto a un medesimo pia- 
no, vale a dire che i vertici degli angoli solidi omologhi sono situati 
a distanze uguali dal piano accennato , sopra una medesima retta 
perpendicolare a questo medesimo piano. 

PROPOSIZIONE LXXXII — TEOREMA. 

182. Due piramidi triangolari simmetriche hanno gli angoli die- 
dri omologhi respettivamente uguali, e gli angoli triedri omologhi 
simmetrici ( fig. 42 ). 

Dim. Sieno le due piramidi simmetriche SABC , saie, nelle quali 
sia la faccia SBA — sta, SBC= sic, SCA ss tea, e CBA = cba. 

Essendo uguali le facce omologhe , gli angoli piani omologhi di 
queste facce saranno respettivamente uguali; e gli angoli triedri omo- 
loghi saranno composti ai angoli piani respettivamente uguali ; per 
conseguenza ( n° 70 ) l'angolo diedro di (lue facce contigue qualun- 
que ia una delle piramidi proposte sarà uguale all'angolo diedro del- 
le facce omologhe nell’altra ; ma queste facce sono disposte in ordine 
inverso, dunque gli angoli solidi omologhi sono simmetrici. C, D D. 

PROPOSIZIONE LXXXIII — - TEORBMA. 

1 83. Una piramide triangolare non può avere che una sola sim- 
metrica ( fig. 42 ). 

Dim. Infatti, se si voglia formare una piramide simmetrica alla 
piramide SABC, vi dovrà essere sempre un angolo triedro costituir 
to di tre angoli piani BSA, BSC, ASC disposti in ordine inverso a 
quello, in cui sono disposti nella piramide SABC • Or si è dimostra- 
to ( n° 76 ) che questi tre angoli non si possono disporre che in due 
soli modi diversi, dunque le tre facce BSA, BSC, ASC non si pos- 
sono disporre che in due soli modi differenti; ma quando queste fac- 
ce si saranno riunite in un punto per formare l’ angolo simmetrico 
all’angolo S, La quarta faccia trovasi determinata, dunque una sola 
piramide saie simmetrica alla piramide SABC può esistere. C.D.D. 

184. Scolio , Le proposizioni dimostrate nei paragrafi 113, 115, 
116, e 117 hanno pur luogo, quando gli elementi da|i come respet? 
tivamente uguali nelle due piramidi, sono in esse inversamente di- 
sposti; solamente in vece di dire che le piramidi sono uguali, si dirà 
cne sono simmetriche; e così si avranno diversi criteri P* r giudica- 
re della simmetria delle piramidi triangolari. Infatti, se si suppone 
costrutta una piramide simmetrica ad una delle due piramidi pro- 
poste, essa in virtù delle proposizioni sopraccennate dovrà risultare 
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uguale all'altra piramide proposta; e però le due piramidi proposte 
saranno simmetriche fra loro. 

PROPOSIZIONE LXXXIV — TEOREMI. 

183. Se da tutti i vertici di un poliedro , decomposto in piramidi 
triangolari, si abbassino delle rette perpendicolari ad un medesimo 
piano, e si prolunghino al di là di questo piano di quantità uguali 
ad esse medesime, le estremità di queste perpendicolari saranno i 
vertici di un nuovo poliedro , che potrà essere decomposto in un 
medesimo numero di piramidi triangolari simmetriche a quelle del 
primo ed inversamente disposte ( fig, 43 ). 

Dim. <Sa S il vertice di tutte le piramidi costituenti il poliedro 
preposto ; A, B, C, D, ecc. dinotino differenti vertici del poliedro 
medesimo, ed s, a. b, c, d, ecc. i punti corrispondenti del secondo 
poliedro determinati nel modo sopraccennato. Finalmente sieno M, 
e N, i punti di mezzo delle rette Ss , e Bb , vale a dire i piedi di 
queste perpendicolari nel piano PQ, su cui sono state abbassate. 

Le rette Ss, e Bb, essendo perpendicolari a un medesimo piano 
PQ, sono parallele fra loro, e per conseguenza sono sifuaie in un 
medesimo piano; inoltre sono perpendicolari alla retta ALV che uni- 
sce i loro piedi nel piano PQ, perciò immaginando che il trapezio 
bsMN giri intorno alla retta MiV. esso potrà combaciare col trape- 
zio BSMN, e però si avrà SB=sb. Nello stesso modo si dimostre- 
rà che SA =io, SQ—sc, AB — ab, BC~bc-, e per conseguenza 
le due piramidi triangolari SABC, sabe , avranno le facce uguali 
ciascuna a ciascuna; ma queste sono inversamente disposte, dunque 
le piramidi accennate sono simmetriche fra loro. Similmente si po- 
trà dimostrare che le piramidi triangolari SACD, sacd sono simme- 
triche, e cosi di seguito. Dunque i due poliedri sono composti di un 
medesimo numero di piramidi triangolari simmetriche respettiva- 
mente; e da un' altra parte è manifesto che queste piramidi si tro- 
vano inversamente disposte nei due poliedri. Infatti basta per veder 
ciò chiaramente osservare la fig. 44. dove i due poliedri sono 
situati l'uno accanto all’altro. C. D. ’D. 

I - , 

PROPOSIZIONE LXXXV TEOREMA 

I8G. Reciprocamente, due poliedri composti di un medesimo nu- 
mero di piramidi triangolari simmetriche inversamente disposte , 
possono essere situati in modo che l e rette, le quali uniscono i ver- 
tici omologhi sieno divise in dilettarti uguali da un medesimo pia-! 
no perpendicolare a tutta queste rette (fig. 44). 

Dim Sieno S, e s i due poliedri proposti. Da tutti i vertici del po- 
liedro S si abbassino delle perpendicolari sopra un piano qualunque, 
)c quali si prolunghino al di sotto di questo piano di quantità uguali 
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ad esse medesime, si formerà un nuovo poliedro , che c hiameremo 
S 1 . I poliedri S, e S 1 in virtù della proposizione precedente saranno 
composti di un medesimo numero di piramidi triangolari simmetri- 
che inversamente disposte. Ma i due poliedri proposti S , e s sono 
anch'essi per supposizione composti di un medesimo numero di pira- 
midi triangolari simmetriche inversamente disposte , e da un' altra 
parte una piramide triangolare non può avere che una sola simme- 
trica ( n° 183 ), dunque i poliedri s, e S 1 sono composti di un mede- 
simo numero di piramidi triangolari uguali ciascuna a ciascuna, e 
similmente disposte; e per conseguenza questi poliedri sono uguali 
i fra loro ( n° 122 ). 

Da ciò si deduce che il poliedro t può coincidere col poliedro S' , 
in questa situazione del poliedro * rispetto a 5. il piano sopra nomi- 
nalo dividerà in due parli uguali tutte le rette che uniscono i loro 
vertici omologhi , e sarà perpendicolare a queste medesime rette. 
C. D. D , 

187. Scolio I. Dalla proposizione precedente è derivalo che due 
poliedri si dicono simmetrici fra loro quando si possono decompor- 
re in un medesimo numero di piramidi triangolari simmetriche ed 
inversamente disposte; dappoiché possono sempre essere situati sim- 
metricamente rispetto a un medesimo piano. Quindi il Legendre, 
che fu primo a parlare dei poliedri simmetrici , non li considera se 
non relativamente alla posizione che posson avere rispetto ad un me- 
desimo piano. 

Infatti, definisce i poliedri simmetrici dicendo esser quelli che , 
avendo una liase comune, sono costrutti similmente, l'uno al di so- 
pra del piano di questa base, l'altro al di sotto, con questa condizio- 
ne che i vertici degli angoli solidi omologhi sieno situati ad uguali 
distanze dal piano della base, sopra una medesima retta perpendico? 
lare a questo piano. 

Partendo da questa definizione il lodalo geometra ha dato alcune 
proposizioni intorno ai poliedri simmetrici, ma sembra che con ciò 
rimanga nascosto il cammino da esso seguito per arrivare ad una si 
bella scoperta. 

188. Scolio li. La proposizione precedente prova che un poliedro 
non può avere c he un solo simmetrico, c la proposizione ( n° 1 85 ) 
offre il mezzo di costruire un poliedro simmetrico ad un poliedro 
dato. 

PROPOSIZIONE LXXXVI — TEOHEMJ, 

189. Due poliedri simmetrici hanno le facce omologhe respettir 
rumente uguali , gli angoli diedri omologhi, essi pure respettivamen » 
te uguali, e gli angoli solidi omologhi simmetrici ( fig, 44 ). 

Dim Sieno SJBC, SACD , ecc. le piramidi costituenti uno del 

F oliedri proposti, e saie, sacd, ecc. le piramidi omologhe costituenti 
altro poliedro/ 

I®. li manifesto chele facce omòloghe dei due poliedri saranno 
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composte di facce omologhe ed uguali delle piramidi costituenti , e 
per conseguenza le facce omologhe dei due poliedri simmetrici sono 
uguali. 

2°. Due angoli diedri omologhi dei due poliedri o sono angoli die* 
dri omologhi, come AB, ab, ideile piramidi costituenti, o sono com- 
posti di un medesimo numero di angoli diedri omologhi delle pira- 
midi medesime, come avviene per gli angoli diedri- omologhi CA , 
ea, che sono composti degli angoli diedri SCAB , SCAD , scab , 
scad. In ambedue i casi gli angoli diedri omologhi dei due poliedri 
saranno uguali. 

3° Finalmente gli angoli solidi omologhi dei due poliedri sono 
composti degli angoli triedri omologhi delle piramidi costituenti , 
come può vedersi negli angoli solidi A, ed a, che sono composti, de- 
gli angoli triedri ASBC, ASCD, asbc, ascd omologhi, e disposti in 
ordine inverso, poiché queste stesse piramidi sono disposte inversa- 
mente nei due poliedri. Ma gli angoli triedri accennati sono sim- 
metrici, dunque lo saranno ancora gli angoli solidi omologhi dei due 
poliedri. C. D. D. 

PROPOSIZIONE LX XXVII TBORSKJ. 

1 90. Due poliedri sono simmetrici quando hanno le facce respei- 
tivamente uguali, disposte in ordine inverso, e gli angoli diedri o- 
mologhi essi pure respettivamente uguali ( ftg. 44 ). 

Dim. Sieno S, s i due poliedri proposti; supponiamo che siasi co- 
strutto un terzo poliedro simmetrico al poliedro S, esso sarà neces- 
sariamente ugnale al poliedro s, poiché avranno le loro facce omo- 
loghe uguali ciascuna a ciascuna e similmente disposte, e gli angoli 
diedri omologhi saranno essi pure uguali ciascuno a ciascuno ( n* 
124). Quindi i poliedri proposti S , s sono simmetrici fra loro. 
C. D. D. 

PROPOSIZIONE lxxxviii — reo ss MA. 

191. Due prismi sono simmetrici quando hanno un angolo solido 
simmetrico compreso fra facce omologhe uguali ciascuna a ciascu- 
na ( Cg. 29 ). 

Dim. Supponiamo che nei due prismi CF, cf sia l’angolo triedro 
Asimmetrico all'angolo triedro a, la faccia ABD — abd, AKz=.ag, 
ed AG zzai. Or se si costruisce un terzo prisma , che chiameremo 
CF 1 , simmetrico al prisma CF, questi due prismi avranno le facce 
omologhe respettivamente uguali, e gli angoli solidi omologhi sim- 
metrici fra loro ( n° 189 ). Dunque i due prismi C'F', e cf avranno 
un angolo solido uguale compreso fra facce respettivamente uguali; 
perciò saranno uguali ( n“ 1 19 ), ed il prisma cf sarà simmetrico al 
prisma CF. C. D. lf 
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192. /I piano che passa per le diagonali corrispondenti di die 
facce opposte di un parallelepipedo, lo dtvide in due prismi trian- 
golari simmetrici fra loro ( fig. 30 ). 

Dim. Infatti , i due prismi triangolari ABDEFH , BCDFGE 
hanno le facce AE, CF uguali come facce opposte dei parallelepi- 
pedo; hanno pure le facce ugnali DB, CE per la stessa ragione, ed 
è poi il triangolo ABD uguale al triangolo EGF, dunque i due pri- 
smi accennati hanno gli angoli solidi A,eG compresi fra facce omo- 
loghe respettiramente uguali; ma questi angoli solidi sono simmetri- 
ci ( n° 107 J, dunque ( n° 191 ) i due prismi sono simmetrici fra lo- 
ro. C. D. D. 

> 

PROPOSIZIONE XC — TEOREMA,. 

193. Due poliedri simmetrici sono equivalenti fro loro (fig. 41J 

Dim. Infatti, 1°. Due piramidi triangolari simmetriche SABC , e 
S'ABC sono equivalenti, poiché hanno una medesima base ABC, ed 
uguali altezze SO, 90. - 

2°. Due poliedri simmetrici sono composti di un medesimo nume- 
ro di piramidi triangolari simmetriche , dunque essendo equivalenti 
le piramidi accennate, saranno pure equivalenti i poliedri simmetri- 
ci. C. D. D. 

194. Scolio. Apparisce dal teorema precedente che i poliedri sim- 
metrici costituiscono un caso intermedio fra i poliedri ugnali , ed i 
poliedri equivalenti; il che non avviene nelle figure piano rettilinee, 
dove fra l’uguaglianza e l'equivalenza di queste figure non esiste al- 
cun caso intermedio. Una siffatta dottrina fu totalmente ignota agli 
antichi geometri, i quali perciò hanno a noi tramandata una teorica 
imperfetta dei poliedri. 

CAPITOLO XIII. 

DB I POLIEDRI REGOLARI. 

195. Un poliedro dicesi regolare quando tutte le facce so no poli- 
goni regolari, uguali, e tutti i suoi angoli solidi sono pure uguali 
fra loro. 

196. Or il più semplice di tutti i poligoni regolari è il triangolo 
equilatero, di cui ciascun angolo equivale a 2/3 di un angolo retto; 
se dunque si riunissero più triangoli equilateri per formare un an- 
golo solido, non se ne potrebbero Adoperare che tre, quattro, o cin- 
que; dappoiché sei dei loro angoli piani ritmiti equivalgono a sei 
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Volte fy3 di un angolo retto, ovvero a quattro angoli rètti, e pèrcié 
. hon possono formare nn angolo solido ( n. 67 ). Con più ragione 
non se ne potrebbero prendere più di sei. Laonde non possono esi- 
stere che tre specie di poliedri regolari con facce triangolari. 

197. Dopo 11 triangolo equilatero viene il quadrato, di cni ciascun 
angolo è retto. Se dunque si prendano più quadrati per formare un 
angolo solido, non se ne potranno adoperare che tre; e per conse- 
guenza non può esistere che un solo poliedro con facce quadrate, 

193. Quanto al pentagono regolare, ciascuno dei suoi angoli equi- 
vale a 6/5 di un angolo retto, onde non se potrebbero adoperare più 
di tre per formare un angolo solido. Quiudi un solo poliedro rego- 
lare può esistere con facce pentagonali. 

199. L’angolo di un esagono regolare vale 8/6, o 4/3 di un an- 
golo retto, tre dei quali fanno quattro retti; e perciò non possono 
formare un angolo solido. Dunque non può esistere che un solo po- 
liedro regolare con facce esagonali. Non può poi esistere alcun po» 
liedro con facce ettagonali, ottagonali, ecc,, perchè ciascun angolo 
dell’ettagono regolare, dell’ ottagono regolare, e di tutti gli altri po- 
ligoni regolari di maggior numero di lati , è maggiore di quello del- 
l'esagono regolare. 

200 Dalle cose precèdenti si deduce che possono esistere soltanto 
cinque poliedri regolari, e sono 

1. ° Il tetraèdro regolare, o piramide triangolare regolare, for- 
mala da quattro triangoli equilateri uguaji. 

2. ® esaedro regolare , o cubo, formato da sei quadrati ugual». 

3. ® L'ottaedro regolare , formato da otto triangoli equivalateri 
Uguali. 

4. ® Il dodecaedro regolare, formato da dodici pentagoni regolari 

uguali. - 

5.® L’icosaedro regolare , formato da venti triangoli equilateri u- 
guali. ■•■ugj o’ea.jp ìu c*bs 

201 . I geometri $1 sono occupati ft dare le costruzioni di questi 
poliedri, ma siccome non si parla di essi negli elementi, così rimet- 
tiamo chi volesse conoscerle al Lib. XIII degli Elementi di Euciidc, 
alla Geometria Solida del Caravelli, ad una Appendice di quella del 
Legeridre, ecc. Qui ci limileremo ad osservare che gli antichi geo- 
metri davano spetialraehte il nome di tetraedro, esaedro, ottaedro 
dodecaedro, icosaedro ai cinque poliedri regolari , perchè non si 
sono occupati intorno ai poliedri in generale, ma delle piramidi, dei 
prismi, e de’poliedri regolari. 

CAPITOLO XIV. J . 

b£t Tnù Confi noxoNDr. 

202 I solidi, de’ quali fin qui si è parlato, sono terminati da su» 
perfine piane ; ma oltre questi solidi la geometria elementare ne 
Considera tré altri, cieè il cilindro retto, il cono retto, e la sfera , 
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hi quali si dà il nome di corpi rotondi, perchè i due primi sono ter- 
minati da superfìcie curve e da superficie piane, e 1' ultima da una 
superficie curva. 

203. Il cilindro retto ( fig. 46 ) è il solido prodotto dalla rotazio- 
ne di un rettangolo ABCD intorno ad un suo lato immobile AB. 
Questo lato chiamasi asse del cilindro; i cerchi DIIE , CGF descritti 
dai lati slD, BC ne sono le òasi, e la linea CD, che genera la super- 
ficie laterale o convessa del cilindro, ne è il lato. Finalmente 1’ al- 
tezza del cilindro è la distanza dei piani paralleli delle due basi: es- 
sa è uguale all'asse, o al lato del cilindro medesimo. 

204. Da questa genesi del cilindro ne consegne che ogni sezione 
fatta da un piano che passa per l asse è un rettangolo coinè CDEF 
doppio del rettangolo generatore ABCD , e che ogni sezione PllQ 
fatta da un piano perpendicolare affasse AB, è un cerchio uguale a 
ciascuna base. Infatti, nel rivolgimento del rettangolo ABCD intor- 
no ad AB la retta OQ perpendicolare ad AB descrive un cerchio 
Uguale alla base. 

206. Due cilindri retti si dicono simili allorché sono prodotti dal- 
le rotazioni di due rettangoli simili ABCD, abed intorno a lati omo- 
loghi AB, ab, cioè quando i loro assi sono proporzionali ai raggi 
delle loro basi 

206. Il cono retto ( fig. 46 ) è il solido, che vien generato dal ri- 
volgimento di un triangolo rettangolo SAO intorno ad un cateto im- 
mobile SO. L'altro cateto AO genera il cerchio ANB, che dicesi base 
del cono. Il punto S si chiama vertice del cono ; il cateto SO che 
unisce il vertice col centro della base è l'a.*»e del conoi e finalmente 
si dà il nome di lato, o apotema alla linea SA che descrive la super- 
Jicie laterale o convessa del cono medesimo. 

207. Apparisce da siffatta genesi del cono che ogni sezione fatta 
da un piano, il quale passa per l asse, è uu triangolo isoscele come 
ASB doppio del triangolo generatore SOB\ e che ogni sezione EMD 
perpendicolare all’asse è un cenhio. 

208. Due coni retti sono delti simili allorché sono prodotti dalle 
rotazioni di due triangoli rettangoli simili ASO, oso intorno a cateti 
omologhi, cioè quando i loro assi sono proporziouali ai raggi delle 
loro basi. 

200. Il cono troncato, o tronco di cono ( fig. 47 ) è la porzione 
di cono compresa fra la base ed un piano ad essa parallelo. Quindi 
il tronco di cono può considerarsi come prodotto dalla rotazione di 
un trapezio AODff, di cui gli angoli O, e D sono retti , intorno al 
Iato immobile OD. Questo lato dicesi asse o altezza del tronco; e si 
chiamano poi basii cerchi descritti dai lati DA, DII ; e finalmente 
alla linea AH si dà il nome di lato del tronco di cono. ■ 

210. I tronchi di due coni retti si dicono simili qnando sono pro- 
dotti da trapezi simili; cioè quando i loro assi sono proporzionali ai 
raggi delle nasi corrispondenti. 

21 1 La sfera ( fig. 49 > è il solido generato dal rivolgimento di 
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un semicerchio ADB intorno ad un suo diametro AB. Quindi la n- 
perfcie sferica che vien prodotta dalia rotazione della simicirconfe- 
renz a ADB, ha lutti i suoi punti equidistanti dal centro 0 del semi- 
cerchio generatore, che dicesi centro della sfera. La distanza del 
centro della sfera a un punto qualunque della sua superficie si chia- 
ma raggio della sfera. È manifesto cne tutti i raggi di una sfera sono 
uguali tra loro,? che tutti i diametri sono uguali e doppi de’raggi. 

212. Dalla genesi della sfera risulta ancora che ogni sezione fatta 
da un piano, il quale passa pel centro, è un cerchio, di cui il raggio 
è il raggio della sfera. Infatti tutti i punti come A , L, B comuni al 
piano accennato ed alla superficie sferica si trovano ad nn uguale di- 
stanza dal ponto 0; per conseguenza la sezione medesima ALB 't un 
cerchio che ha per diametro il diametro della sfera. In generale ogni 
sezione MKN fatta con un piano qualunque è un cerchio; poiché se 
dal centro 0 si abbassi sul piano MKN la perpendicolare ÒE, le o- 
biique 0, V, OK, ON, ecc. essendo uguali come raggi delia sfera 
saranno equidistanti dal piede E della perpendicolare; e però le rette 
EM, EK, EN, ecc. saranno uguali fra loro, e la sezione MKN & arà 
un cerchio. 

2t3. Ogni circolo della sfera che passa pel centro di essa dicesi 
circolo massimo; ch'amasi circolo minore quello che non passa pel 
centro della sfera. È evidente che i circoli massimi sono uguali fra 
loro, poiché hanno il medesimo centro ed il medesimo raggio della 
sfera. 

214. Due circoli massimi si tagliano sempre in due parti uguali, 
perchè la loro comune intersezione , passando pel centro . è un dia- 
metro. Quindi le loro circonferenze s'intersecano alla distanza di 
180 gradi. 

215. Ogni circolo massimo divide la sfera e la sua superficie in 
due parti uguali; dappoiché un circolo massimo rivolgendosi intorno 
ai proprio diametro deve produrre la sfera medesima. La metà di una 
sfera dicesi emisfero- 

2(6. Il centro di un circolo minore e quello delia sfera sono in una 
medesima retta perpendicolare 1 al piano del circolo minore. 

217. I circoli minori sono tanto più piccoli quanto più si allonta- 
nano dal centro delia sfera; perchè più questa distanza è grande , e 
più diviene piccola la corda, come MN, che è il diametro del circolo 
minore MKN. 

218. Per due punti dati sopra la superficie della sfera può sempre 
passare nn arco di circolo massimo; poiché i due punti dati ed il cen- 
tro della sfera sono tre punti che determinano la posizione di un 
piano. 

Nondimeno se i due punti accennati fossero alle estremità d’ un 
diametro, allora questi due punti ed il centro sarebbero in linea ret- 
ta, e vi sarebbero infiniti circoli massimi che potrebliero passare per 
i due punti dati, 

219. Un piano indefinito che ha nn solo punto comune colla su- 
perficie di una sfera dicesi piano tangente della sfera medesima. Esso 
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può c*njiderarsi come prodotto dal riTolgimento della tangente BS 
al cerchio generatore ADB intorno al suo diametro AB. Quindi un 
piano perpendicolare alla estremità di un diametro della sfera è tan- 
gente a questa sfera; e reciprocamente ogni piano tangente alla sfera 
è perpendicolare allestremità dei diametro che passa pel punto del 
contatto. 

220. Si dice zona la parte della superficie della sfera compresa fra 
due piani paralleli. I circoli che rappresentano le sezioni dei medesi- 
mi piani colla sfera si chiamano iati della zona. Se uno di questi 
piani è tangente alta sfera, allora la zona ha una base, e con altro 
nome dicesi calotta. 

221 . Una zona a due basi FMNG può considerarsi come generata 
dal rivolgimento di un arco FM intorno al diametro AB che passa 
per i centri delle due basi. Una zona ad una base AFG si può con- 
siderare come prodotta dal rivolgimento di un arco AF intorno al 
diametro AB che passa per una delle sue estremità. 

222. L'altezza di una zona è la distanza dei due piani paralleli, 
che sono le basi della zona. 

223. Si chiama segmento sferico la porzione della sfera compresa 
fra due piani paralleli. Le sezioni di questi piani colla sfera sono le 
òasi del segmento medesimo. Se uno dei piani paralleli Cosse tan- 
gente alla sfera, allora il segmento sferico avrebbe una sola base. 

224. L’altezza d'un, segmento sferico è la distanza deùdue piani 
paralleli che formano le basi del segmento. 

225- Dicesi settore sferico la porzione della sfera compresa fra 
una calotta, ed una superficie conica, che ha per base il circolo base 
della calotta, e per vertice il centro della sfera. 

Un settore sferico può considerarsi come prodotto dalla rotazione 
di un settore circolare FAO intorno ad uno dei suoi lati OA, OF. 

Finalmente si chiama fuso la parte della superficie della sfera 
racchiusa fra due semi-circoli massimi che terminano a un diame- 
tro comune, e si dà il nome di cuneo o unghia sferica alla parte 
della sfera compresa fra il fuso e le sue due facce. 

CAPITOLO XV. 

DILLA MISURA DELLE SUPERFICIE DE’ TRE CORPI ROTONDI , 

K DEI RAPPORTI CHE NE DERIVANO. 

. < • *( 

226. La teorica dei tre corpi rotondi riducesi nella geometria 
elementare quasi tutta alla misura delle loro superficie, dei loro 
volumi , ed ai rapporti che ne derivano. Quindi è necessario che 
si conosca il principio su cui stabiliremo una siffatta misura, dap- 
poiché i geometri nell’assfgnarla hanno seguito diversi metodi, sc- 
condochè hanno creduto essere l’uno più esatto, o più facile dell’ al- 
tro. Or il principio che seguiremo consiste nel considerare il cer- 
chio come un poligono regolare di un numero infinito di Iati. Questa 
maniera di considerare il cerchio è differente dalla sua genesi sta- 
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bilita nella geomclrià piana; ma quando gli oggetti divengono coni, 
placati, e si è progredito in una scienza, si possono mettere a profi I. 
to le cognizioni acquistate per considerare gli oggetti stessi sotto nn 
altro punto di vista. Da ciò è nato che nella genesi del cilindro, e 
del cono si è considerato il piano della base come prodotto dal mo- 
vimento di una linea retta; dando così al piano una genesi che non 
trovasi stabilita nella geometria piana, lina siffatta genesi non 
avrebbe potuto introdursi nell'entrata della scienza, ma messa in 
luogo opportuno non produce più alcuna difficoltà: lo stesso dee 
dirsi dei cerchio considerato come poligono regolare di un numern 
infinito di lati. Infatti, nella geometria piana si c dimostrato che 
pnò dividersi la circonferenza in un numero di parti uguali tanto 
grande quanto si vuole. Ad ognuna di queste divisioni corrispondo, 
no un poligono regolare iscritto, ed un poligono simile circoscritto. 
1 perimetri di questi poligoni iscritti vanno sempre crescendo, e 
tendono a confondersi colla circonferenza ; al contrario i perimetri 
dei poligoni circoscritti vanno sempre diminuendo a misura che cre- 
sce il numero dei lati , e vanno sempre avvicinandosi alla circonfe- 
renza medesima. Or siccome la differenza fra i poligoni iscritti e 
circoscritti può divenire tanto piccola quanto si vuole, così si vede 
che il cerchio fra essi compreso deve esso stesso essere considerato 
come un poligono regolare di un numero infinito di lati. L’ idea 
dell infinito non è chiara sicuramente, ma l’oscurità sta nella na- 
tura del soggetto; poiché si tratta di dover concepire una figura ter- 
minata da una linea curva. Nè poi siffatta oscurità s incontra sol- 
tanto nel cerchio, ma in tutta la geometria , allorché le grandezze 
che si considerano sono incommensurabili {*). 



(*) I geometri amichi per evitare l’idea dell'infinito immaginarono il 
principio degli ugualmente moltplici. su cui appoggiarono la teorica delle 
ragioni e proporzioni esposta nel Lib.V. di Euclide. Ricorsero poi al melodi 
eli adustione nella teorica dei corpi rotondi, a fine di conservare al cerchio 
la sua genesi. Nel far ciò essi operarono saggiamente pel tempo in Cai vis- 
sero. I mod rni volendo da una parte mantenere l’esattezza degli antichi, e 
fuggire da un’allra parte la lunghezza e la complicazione delle loro dimo- 
strazioni, si sono appigliati al cosi detto metodo dei limili ; ed hanno evitata 
di considerare il cerchio come un poligono regolare di un numero infinito di 
lati, eccetto alcuni geometri, i quali hanno fatto uso di siffatta idea senza 
rcrupolo alcuno, ma non hanno giustificata questa loro maniera di vedere. 
Noi io faremo in una nota alla fine del libro per quelli che non trovassero 
sufficienti le ragioni adJotte nel testo, e stimassero che il rigore goomelric» 
trovasi solamente nelle dimostrazioni fatte col metodo di e$au«tione, o coq 
quello dei (imiti, 
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M7. La superficie laterale o convessa del cilindro retto ha per 
misura il prodotta della circonferenza della tate per l altezza 

{■fig. 45 ). 

Dim. Perocché, se si considera la circonferenza della base EHD 
come un poligono regolare di una infinità di lati, il cilindro mede- 
simo potrà essere consideralo come un prisma retto di una infinità 
di facce. Or essendo rettangolari le facce di un prisma retto, la sua 
superficie laterale, che <W la somma di tutti questi rettangoli, avrà 
per misura il prodotto del perimetro della base per l'altezza; per 
conseguenza la superficie laterale del cilindro retto dovrà essa pure 
avere per misura il prodotto della circonferenza della base EHD 
per l'altezza EF. C. D. D. 

228 . Corollario. Da ciò si deduce che la superficie convessa di un 

cilindro retto è eguale a quella di un rettangolo avente per base la 
circonferenza della liase del cilindro, e per altezza quella del cilin- 
dro medesimo. Laonde tutto quello che nella geometria piana è sta- 
to dimostrato intorno ai rapporti di due rettangoli si può applicare 
alle superficie convesse di «lue cilindri retti: -.,A 

■' :JS 

rnorosiz,ioNE xcn — teorema. 

f ..1 S3 V ". 

229. Le superficie contesse di due cilindri simili f tanno fra loro 

come i quadrati delle altezze, o come i quadrati dei raggi delle basi 
i-orrispundvuti ( fig. 45 ). , 

Dim Infatti, essendo nei cilindri simili ( ri? 205 ) gli assi o le al- 
tezze AD, ab proporzionali ai raggi delle basi AE. ae, ed essendo i 
raggi proporzionali alle circonferenze DEH, deh, ne risulta che 
queste saranno proporzionali alle altezze, e per conseguenza saran- 
no simili i rettangoli che rappresentano le superficie convesse dei 
due cilindri simili. Ma i rettangoli simili stanno coinè i quadrati de.i 
lati omologhi; dunque le superficie convesse de" due cilindri stanno 
rqme i quadrati delle altezze, ovvero come r quadrati de’ raggi. C» 
D, i D. 

230. Scolio. È facile vedere che nello stesso rapporto stanno le 
superfic ie totali di due cilindri simili. 

PROPOSIZIONE xeni TEORESI A. 

• < 

231 . La superficie conressa della piramide regolare ha per mi- 
fura il prodotto del perimetro della sua base per la metà della stia 
opotema ( fig. 49 ). 

Dim Sia SO l'altezza della piramide regolare SABD. Essendo il 
punto 0 il centro de) poligono regolar» A&CDF! ( n® 91) ). le obli- 

■20 Si 
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que SJ, SS, 86, ter. saranno ugualmente distanti dalla perpendi- 
colare SO-, perciò saranno isosceli ed uguali i triangoli ASB, BSC, 
CSD, tee. che formano la superficie convessa della piramide rego- 
lar*. Ma -ciascuno 4> questi triangoli , per esempio ASB, ha per mi- 
sura il prodotto della sua base AB per la metà della sua altera SM, 
che è f apotema della piramide, dunque la superficie convessa di 
questa avrà par misura il prodotto del perìmetro AB CD E per la 
metà di SU. €. D D. 

232. Scolio. È facile ora vedere che se si tagli* la piramide re- 
golare SABD con un piano aice parallelo alla base, la superficie 
convessa del tronco di piramide regolare, «he è composta dei trapt- 
tf Ai, Se, Cd, toc. avrà per misura la porzione tik dell' apotema 
SM moltiplicata per la semisomma dei perimetri delie due bui de) 
tronco piramidale. 

I " 
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233. lé tuperfi. ic cornetta del tono retto ha per mise tra il prò. 

dòtto detta circonferenza della sua base per la metà del tuo lato 

f fig. d® ), \ 

Dim. Infatti, seli consideri il cerchio ANB come un poligono 
regolare di un numero infinito di lati, il cono SANB potrà consi- 
derarsi come una piramide regolare di un nnmero infinito di facce; 
per conseguenza la superficie convessa del cono retto avrà per mi- 
sura la circonferenza della sua base moltiplicata per la meta di un 
lato SA. C. D. D. 

234. Corollario I. Da ciò si deduce che la superficie convessa dì 
ira cono retto è equivalente all' aja di un triangolo rettangolo, di 
coi un cateto rappresenta la circonferenza della base del cono, e 
f altro il lato del cono medesimo. Quindi si potrà applicare alle *c- 
perfick convesse dei coni retti quanto si è dimostrato intorno ai rap- 
porti delle aje dei triangoli. 

235. Corollario II. Pel puntò di mezzo E del lato SA si conduca 

Cai piano parallelo alla base dal cono. E poiché le circonferenze 
pian»» come i raggi, le circonferenze ANB, EMD staranno come i 
raggi AO, EK, ma 40 è doppio di EK, perchè SA è doppio di SS, 
dunque la circonferenza della base del cono è doppia di quella della 
sezione; per conseguenza. ' .... 

La superficie convessa di un cono retto ha per misura il predet- 
ta del suo lato per la circonferenza della sezione equidistante dal 
vertice e dalla baie. 

236. Corollario III. Pel punto E s'innalzi sopra SA nna perpen- 
dicolare che si prolunghi nnchè incontri l'asse del cono nel punto 
M. Essendo SEM un triangolo rettangolo, sarà il triangolo EHM 
simile al triangolo SEK; e però sarà pure simile ai triangolo SAO, 
bade si avrà. 

SJ.SO.-.EB.EK. 

Considerando Eff, ed EK come raggi di due cerchi, le tir confo- 
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TJfme di questi staranno fra loro come Ì raggi accennati errerò come 
SJ a SO Laonde il prodotto della circonferenza EK pel lato SA 
del cono sarà uguale al prodotto della circonferenza EH per l' asse 
SO del cono medesimo; e perciò ne risulla che 

La super fide convessa di un cono retto ha per misura il pro- 
dotto delta sua altezza per la circonferenza, che ha il raggio ugua- 
le alla perpendicolare innalzata sopra un lato del cono dal punto 
di mezzo di questo lato, e terminala all asse. 

PROPOSIZIONE xcv — tsobsmj. 



137. Le superfide conresse di due coni retti simili etmano fra 
loro come i quadrati delle altezze , o come i quadrati dei raggi del- 
le basi corrispondenti ( fig. 46 ). 

Dim. Infatti, essendo le allezzze SO, so proporzionali ai raggi 
JO, ao , saranno simili i triangoli rettangoli SAO, sao-, e perciò i 
lati SJ, sa saranno proporzionali ai raggi JO, ao, ovvero alle cir- 
conferenze JJVB, anò. Quindi risulteranno simili i triangoli rettan- 
goli che rappresentano le superficie convesse de’ due coni. Ma i 
triangoli simili stanno come i quadrati dei lati omologhi, dunque le 
•n pei fide accennate stanno come i quadrati dei lati SJ te, e per 
conseguenza come i quadrati delle altezza SO, so, o dei raggi JO, 
ao. C, D. D. 
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238. La superficie convessa del tronco dì cono retto ha per mi- 
sura il prodotto del lato per la setnisomma delle circonferenze stelle 
iati ( fig. 47 ). 

Dim. Sia il tronco di cono JBGH. Considerando le basi come 
poligoni regolari di un numero infinito di lati, ne segue che il trin- 
co proposto potrà considerarsi come un tronco di piramide regolare 
di un numero infinito di facce ; e per conseguenza la supeficLe cop- 
v vessa del tronco di cono retto avra per misura il prodotto del lato 
JH per la semisomma delle circonferenze delle due basi. C . D. D. 
\ 239. Corollario I. Nel trapezio JHGB la linea EF che unisce 
i ponti di mezzo dei lati non paralleli è uguale alla semisomma delle 
basi JB, HG, come si è dimostrato nella geometria piana; per con- 
seguenza ia circonferenza EMF sarà uguale alla semisomma delle 
circonferenze delle basi del troncò. Laonde: la superfide concessa 
del tronco di costo retto ha per misura il prodotto del suo lato per 
la circonferenza di una sezione equidistante dalle slue òasi. 

240 . Corollario IL Si abbassi dal punto H la perpendicolare HP 
«apra JB, e pel punto E si conduca ad JB una perpendicolare, 
che si prolunghi finché incontri l'asse DO del tronco nel punto B- 
I triangoli JHP, ECR sono simili, poiché hanno i lati rc'pettiva- 
rnmte perpendicolari, per cui si ha 
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HA IIP : : ER : EC. 

Se dunque si considerano ER, EC come raggi di due cerchi, ra 
luogo di questi raggi si potranno mettere nella proporzione accen- 
nata le circonferenze dei cerchi medesimi; e perciò il prodotto della 
circonferenza EC pel lato HA sa ' à uguale al prodótto della circon- 
ferenza ER per hp, ovvero per l’asse DO Ma il primo nrodolto è 
la misura della superficie convessa del tronco di cono ( n" 239), 
dunque 

La superficie convessa del tronco di cono retto ha per misura il 
prodotto della sua altezza per la circonferenza di raggio uguale 
alla perpendicolare innalzala sul mezzo di un lato del troneo, e ter- 

viinata aliasse- \ 

• • •••• r • i 

• • c 

pnoPOSiziOME xr.vn — lbumj . 

241. Siena AB, BC, CD. più lati successici di un poligono, Oil 
tuo centro, ed 01 il raggio del cerchio iscritto. Se si supponga che 
la porzione di poligono ABCD situata da una medesima parte del-' 
tasse FG giri intorno rt questo, la superficie del solido prodotta 
dal rivolgimento del polìgono avrà per misura la porzione dell asso 
MQ moltiplicata per la circonferenza del cerchia iscritto (fig. 50). 

Dim. Dai punti A, B. C, D si abbassino sirll’asse le perpendico- 
lari AM, BS, CP, DQ, indi dal centro 0 si conducano sopra i lati 
AB, BC le perpendicolari 01. OL, che saranno ràggi del cerchio 
iscritto. Ciò premesso, il trapezio ABMN girando intorno- all’ asse 
produce ufi tronco dì cono retto, di cui la superficie convessa ha per 
misura il prodotto dell’altezza MS per la circonferenza che ha Of 
per raggio ( n° 240 ). Parimente si dimostra che la superficie con- 
vessa del tronco di cono , o del cilindro prodotto dal rivolgimento 
•della figiira BCPN intorno affasse ha per misura il prodotto di SP 
per fa circonferenza OL, ovvero 01, e lo stesso si può dire della su- 
perficie convessa del tronco generato dalla rotazione del trapezio 
CDQP. Quindi la somma di queste superficie avrà per misura 1» 
porzione MQ dell’ asse per la circonferenza del cerchio iscritto. 
C D.D. 

242. Corollario. Se il poligono intero è di un numero pari di lati, 
e che l'asse FG passa per due vertici di esso opposti F, e G, la su- 

S erficie intera descritta dal poligono FACQ avrà per misura il pro- 
otto dell’asse FG per la circonferenza del cerchio iscritto. Infatti, 
in tal caso è manifesto che la superficie convessa del cono descritto 
dal triangolò FAM nel suo rivolgimrnfo intorno all’ asse, avrà par, 
misura il prodotto di FM per la circonferenza KO del cerchio iscrivo. 

rhobosizionE xcvin — t^orcma. . .. . 

» ■ » «*• * 
143. La superficie delta sfera ha per misura il prodotto doli* 
circonferenza di un circolo massimo pel diametro ( fig. 51 ). 
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Diot. lafatti, se. si consideri il semicerchio ABD comertn scm.po- 
ligono regolare di un numero infinito di lati , là superficie descritta 
da questo poligono non sarà altro che la superficie sferica, ed il rag- 
gio del cerchio Iscritto sarà il raggio della sfera; per conseguenza in 
•virtù della proposizione precedente la superficie della sfera avrà pef 
misura il prodotto della circonferenza di un circolo massimo pel dia- 
metro. C. D. D. 

244. Scolio. Collo stesso ragionamento si dimostrerà facilmente 
che la calotta generata dal rivolgimento dell'arco AB jntorno al dia- 
metro AD, e la zona a due basi prodotta dal rivolgimento dell’arco 
BC intorno allo stesso 'diametro, hanno ciascuna per misura il pro- 
dotto della circonferenza di un circolo massimo per l’altezza AL nel 
primo caso, ed EF nel secondo. 

245. Corollario I. Un circolo massimo della sfera avendo per mi- 
sura la sua circonferenza moltiplicata per la metà del raggio della 
sfera; ed essendo il diametro quadruplo della metà del raggio, ne se- 
gue che 

La tuperjìcie della sfera è quadrupla di un suo circolo massimo. 

246. Corollario II. Dal corollario precedente si deduce che 

Le superficie dello sfere stanno fra loro come i quadrati dei rag- 
qi o dei diametri; dappoiché i cercai stanno come i quadrati dei rag- 
gi o dei diametri. # ' , 

247. Corollario III. Una zona qualunque sta alla superficie della 
sfera come l’altezza di questa zona al diametro della sfera medesima. 
Or essendo la corda AB media proporzionale fra il diametro AD ed 
il segmento adiacente AE, dalla proprietà della proporzione continua 
ne risulta che il diametro AD sìa ad AE come il quadrato di AD al 
quadrato di AB. Quindi la superficie della sfera sla alla calotta come 
il quadrato il AD al quadrato di AB. ovvero come un circolo massi- 
mo al circolo che ha per diametro aB. E poiché la superficie sferica 
è quadrupla di un suo circolo massimo, cosi pure la calotta sarà qua- 
drupla del circolo che ha per diametro la corda AB dell’arco genera- 
tore. 

. CAPITOLO XVI. 

• . . ’ . ■ -t 

DELLA MISURA SELLI SOLIDITÀ* O VOLUMI BEI TRE CORTI 0 
ROTONDI, B DEI RAPPORTI CHE NE DERIVANO. 

248. Stabilita la misura delle superficie dei tre corpi rotondi si 
conosce subito la vi» da tenersi per arrivare alla misura dei loro vo- 
lumi; nondimeno la misura del volume della sfera offre qualche dif- 
ficoltà, allorché si vuole determinarlo partendo dal pritictpio fonda- 
mentale, cioè quello di considerare il cerchio cntne un poligono re- 
golare di un numero infinito di lati, senza deviare in certe forme di 
ragion amento vaghe ed inesatta cui si dà impropriamente il nttrià di 
metodo degl’infinitamentc piccoli. 
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249 . // cilindro retto ha per misura il prodotta dotta tua tato 
porla tua altezza. 

Dim. Infatti, considerando il cilindro retto come va prisma rotto 
di un numero infinito di facce, la proposizione enunciata diviene eri* 
dente; dappoiché il prisma ha per misura il prodotto della sua base 
per la sua altezza. C. D. D. 

250. Corollario I. Ciò che altrove si è detto intorno ai rapporti 
di due prismi si applica ancora ai rapporti di due cilindri. 

251. Corollario II. 1 cilindri simili stanno come i cuòi degli atto 
o dei diametri delle basi. 

Perocché i cilindri sono in ragion composta dalla ragione delle 
basi e dalla ragione delle altezze; ma per la simiglianza dei cilindri 
la ragione delle basi è duplicata di quella delle altezze; perciò i cilin- 
dri simili stanno in ragion triplicata delle altezze, ovvero come i cu- 
bi delle altezze, e perciò come i cubi de'diametri delle basi. 

PROPOSIZIONE C — TBOOEMJ. 

252. Il cono retto ha per misura il prodotto della base poi terza 

dell altezza. • u 

Din- Infatti, il cono retto si può considerare come una piramide 
regolare di un numero infinito di facce; ma questa ha per misura il 
prodotto della base pel terzo dell’altezza, dunque il cono retto avrà 
ancora per misura il prodotto della sua base pel terzo della sua al- 
tezza. C. D. D. 

253. Corollario I. Ciò che altrove si è dimostrato intorno ai rap- 
porti delle piramidi fra loro, e delle piramidi paragonate ai prismi si 
può apjdicare ai rapporti dei coni fra loro, e dei coni paragonati ai 
cilindri, fra i quali merita di esser ricordato il teorema dimostrato 
da Eudosso, cioè che il cono retto è la terza parte del cilindro retto 
della stessa base e della stessa altezza. 

254. Corollario II. I coni simili stanna come i cubi delle loro al- 
tezze, o come i cubi dei diametri delle loro basi. La dimostrazione 
è come quella fatta per i cilindri simili. 

PROPOSIZIONE CX TEOREM J. 

255. Il tronco di cono retto a basi parallele è uguale alla somma 
di tre coni, che hanno per altezza comune I altezza del tronco , t 
per basi limo la base inferiore, l’altro la base superiore, ed il ter- 
zo una media propor zianale fra le duo basi. 

Dim. Infatti, il tronco di cono retto e basi parallele si poh tonsi* 
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Aerare con» un tronco di piramide regolare * basi parallele di an 
annero infinito di facce; ma H tronco di piramide si divide in tre 
piramidi che hanno le condizioni enunciate nella propositione , dun- 
que il tronco di cono si dividerà pure in tre ceni che hanno le IMA* 
se conditioni. C. D. D. 

■ i 246. OttoUario. Da ciò ne segno che il tronco di cono rètto Si ist- 
aura come il tronco di piramide. 

raorosizion* ai — itmmj. 

• . v . • 

347. Ite r n er e in una data t/ira un poliedro ekè diffèritca dalla 
afera medeeéaa di una quantità tanto piccola quanto ti coglia 
$*)• 

* Dim. Sia A il centro deila sfera; per questo punte Si faccia passare 
un piano ABK che tagli la sfera; indine! circolo massimo risaltante 
dalla sezione s'iscriva un poligono regolare, di cui un lato sia BK, 
si tirino i raggi BA, KA , ed al punto A s'innalzi sul piano ABK la 
perpendicolare AC che si prolunghi finché incontri la superficie sfe- 
rica in un punto C. Ciò premesso, per i tre punti C, B, A si faccia 
passare un piano, come pure per i tre punti C, K, A , ne risulteran- 
no gli archi di cerchio CB. CK, ciascuno dei quali sarà un quadrai** 
le. In ognuno di questi quadranti si tirino le corde BO, OF, FC, 
KS, AS. RC. delle quali ciascuna sia uguale a BK, e si conducano 
le rette OS, FA; poi dai punti 0, S si abbassino sopra AB, ed AK 
le perpendicolari OF, SQ, e si unisca FQ. Essendo uguali i qua- 
dranti CB, CK, e gli archi BO, KS, è manifesto che sarà OF r= SQ. 
e F*c= QK, per cui sarà ancora AF= AQ. Laonde la retta FQ 
è parallèla a BK-, ed il quadrilatera OBKS sarà una figura piana. 
Lo stesso si dimostrerà per qualunque altro quadrilatere FOSA-. 
laiche in quanto al triangolo CFA, esso è sempre in an piano. Se 
dunque si congiungano i punti 0, S, F, A coi centro A della sfera 
si sarà iscritto nel solido BACK un poliedro composto di piramidi, 
di cui le basi sano i quadrilateri OBKS, OFAS, il triangolo CFA, 
ed il vertice comune il punto A. Facendo lo stesso per tutte le mez- 
ze unghie sferiche si troverà iaeritto nella sfera un poliedri ^ il qua-* 
le potrà dilferire dalla sfera tanto quanto si vuole ; dappoiché si 
può iscrivere nel cerchio che viene «terminato dal piano ABK na 
poligono regolare che differisca dal cerchio medesimo di una quan- 
tità minore di qualunque data. C. D. F. 

rnorosizioKZ crii — raoaamj. 

258. La efera Ha per smura il prodotto della tua tuperftie pel 
terxo del tuo raggio. 

Dita. Infatti, per la proposizione precedente si pnò considerale la 
sfera come un poliedro di un nuuirro infinito di farce, ciascuna 
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.delle quali potrà considerarsi come base di una piramide che ha 4 
vertice al centro della sfera. Quindi la sfera è la riunione di una 
infinità di piramidi, delle quali le basi compongono la superficie sfe- 
rica, c l'altezza di ciascuna è uguale al raggio. Ma ogni piramide 
ha per misura il prodotto della sua base pel terzo della sua altezza, 
.dunque la sfera avrà per misura il prodotto della sua superficie pel 
terzo del suo raggio. C. D. D. . 

259. Corollario I. Dal teorema precedente si deduce che la sfera 
è equivalente ad un cono, di cui la base è il quadruplo di un cerchio 
massimo, e l’altezza è uguale al raggio della sfera. 
t 260. Corollario II. Le sfere stanno fra loro come i cubi dei 
raggi , o dei diametri. 

Infatti, le sfere stanno in ragion composta dalla ragione delle loro 
superficie, c dalla ragione dei raggi. Ma la prima ragione è duplica- 
ta di quella dei raggi, dunque ìe sfere stanno in ragion triplicata 
degli stessi raggi, ovvero come i cubi dei raggi, o dei diametri. 

;ÌW bv ? ». • ; a • ■ • > v't • i*>. 

* 1 ' 1 rnorosrzrosfc civ — teoubmj. 
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1 j ■ v. , • - « , . !.. 

.« 261 . Il settore sferico ha per misura il prodotto della torta che- 
gli serve di base pel terzo del raggio ( fig. 53 ). , >f- 
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, Dim. Perocché, in virtù del lemma precedente ( n® 357 ) il .set- 
tore sferico, generato dal rivolgimento del settore circolare ABO 
intorno al diametro AD, può considerarsi come composto di una 
infinità di piramidi, delle quali le basi formano la calotta descritta 
dall'arco AB, e l’altezza comune è uguale al raggio. Quindi il set- 
tore sferico avrà per misura il prodotto della calotta pel terzo del 
raggio. C. D. D. 

, 262. Corollario I. Si è •dimostrato (n° 247) che la calotta «.qua- 
drupla del circolo che ha per diametro la corda AB (fig. 54) del- 
l'arco generatore; per conseguenza là calotta descritta dell'arco AB 
sarà equivalente al circolo che ha per raggio la corda AB. Da ciò 
si deduce che il settore sferico descritto dal settore circolare ABO 
è equivalente al cono che ba per altezza il raggio modella sfera, e 
per base un cerchio, di cui il raggio è uguale alla corda AB dell'arco 
generatore della calotta che serve di baie al settore. 

Se il settore sferico fosse descritto dal settore circolare BCO 
maggiore del quadrante, esso sarebbe equivalente al cono che ha 
per altezza il raggio OC della sfera, e per base il cerchio, di cui il 
raggio è uguale ?lla corda BC dell'arco generatore della calotta 
rhe serve di base al settore. 

- 263. Corollario II. Essendo il quadrato di AB uguale ai quadrali 
di AD, EB, il cerchio che ha per raggio AB sarà uguale, ai cerchi; 
che hanno per raggi AE, EB, per conseguenza il cono che ha per 
base il cerchio di raggio AB, t per altezza AO, ovvero il settore 
sferico prodotto dal rivolgimento del settore circolare ABO, sarà 
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«filale alla somma di due coni, die hanno Ja medesima altra* AO, 
e per basi i cerchi dei raggi AE, EH. 

' / • , * . J 

pnorosizioNE cv — trorkmj. 

« 264. Il segmento sferico ad una base è equivalente al cono, ih* 
ha per base il cerchio, di cui il roggio è l'altezza del segmenta, * 
per asse la rimanente parte del diametro accresciuta del raggio 
(fig. 54). 

• •• !»>•'. * 

Dim. Si consideri il segmento sferico generalo dal rivolgimento 
del mezzo segmento circolare ADE intorno ad AE. Essendo il set- 
tore sferico generato dal settore circolare ABO uguale alla somma 
di due coni, che hanno per basi i cerchi de' raggi A E, EB, e. per 
altezza AO( n° i63 ), se si tolga di comune il cono prodotto dal 
rivolgimento del triangolo BEO intorno ad EO. il segmento sferico 
proposto sarà uguale alla somma di due coni, de’ quali il primo ha 
per base il cerchio di raggio AE-, e per altezza AO. ed il sei ondo ha 
per base il cerchio di raggio BE , e per. alleata AE, poiché il «tuo 
che ha per base il cerchio di raggio BE. c per altezza AO c oeguale 
alla somma dei due coni che hanno per base il cerchio accennalo, e 
per altezza le rette AE, EO. Oc essendo BE media propornioaale 
ira i due segmenti AE. EC del diametro, il quadrato di /iéistàrà di 
quadralo di BE come AE ad EC. Quindi il cerchio di raggio AE si ara 
al cerchio di raggio BE come A E ad EC, ovvero il cono che ha per 
base il primo di questi cerchi, e per altezza EC sarà equivalente al 
cono che ha per base il secondo cerchio, e per altezza AE. Odile 
cose fin (iui esposte nc risulta che il segménto sferico proposto è 
uguale alla somma di due coni, dei quali ciascuno ha per base il 
cerchio di raggio AE, ma il primo ha per altezza AO, ed il secondo 
EC-, e per conseguenza il segmento medesimo sarà equivalente al 
cono che ha per base il cerchio, di c ui il ruggii» è l’altezza AE del 
segmento, e per asse la rimanente parie EC del diametro accresciu- 
ta del raggio AO. C. D. D. 

- 265. Scolio I. Se il segmento sferico ad una base fosse maggiore 
dell emisfero, come sarebbe quello prodotto dal rivolgimento del 
mezzo segmento circolare EBC intorno ad EC, avrebbe luogo la 
stessa dimostrazione fatta qui sopra, solamente in vece di sottrarre 
il cono generato dal triangolo BEO, si deve aggiungere al settore 
sferico generato dal settore circolare CBO. 

266. Scolio II. Se il segmento sferico avesse due basi , come 

quello descritto dalla porzione di cerchio BCFE si otterrà il 

suo volume osservando che esso è sempre la differenza di due seg- 
menti sferici, dei quali ciascuno ha una sola base, come sarebbero i 
segmenti sferici descritti dai mezzi segmenti circolari ACE, ABE. 

267. Scolio III. Merita ancora di essere osservato che 

Il volume di un segmento sferico ad una base ha per misura il 
prodotto del cetchio, che avrebbe per raggio l altezza di questo 

2i 
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segmento, pel roggio della sfera diminuito del tetto di gttella al- 
tezza. _ > 

Questa espressione del volume del segmento sferico equivale a 
•juella data nel teorema precedente. Infatti, la porzione EC del dia- 
metro AC ( fig. 55 ) coll’aggiunta del raggio .^/equivale a tre vol- 
te j| raggio AO meno 1 altezza A E del segmento; per conseguenza 
il cono che ha per base il cerchio di raggio AE, e per asse la rima- 
nente porziune EC del diametro con l’aggiunta del ràggio AO, avrà 
per misura il cen ino di raggio AE moltiplicato |>ei raggio AO dimi- 
nuito del terzo di AE. 

.Vi 

CAPITOLO XVII. 

DILLI RAGIONI, CHE HA LA SFERA COL CILINDRO E COLGONO 
AD ESSA CIRCOSCRITTI. 

rn-o posizione evi — tsokeuj. 

268. // cilindro retto sta alla sfera cui è circoscritto come €\ 4 . 
tanto rispetto ulla superfìcie totale , guanto alla solidità ( fig. 55 ). 

Dim. Sia DFPE un quadrato circoscritto al circolo AGBH ; i 
diametri AB GH saranno I nno perpendicolare all’altro; e dal si- 
multaneo' rivolgimento del semicircolo AGB, e del semiquadrato 
ADEB intorno ad AB si produrrà una sfera, ed un cilindro retto 
ad essa circoscritto, il quale ha le basi uguali a due circoli massimi 
della sfera medesima; poiché il diametro EP, o DE di ciascuna di 
queste basi è uguale al diametro GH della sfera. Da ciò si deduce 
che la superficie convessa del cilindro circoscritto alla sfera è uguale 
alla superficie di questa sfera, essendo l una e l'altra espressa dal 

S odotto della circonferenza di un circolo massimo per l’asse AB. 

a la superficie della sfera equivale a quattro circoli massimi 
( n° 244 ), dunque se alla superficie convessa del cilindro Si uniscono 
le due basi, la superficie totale del cilindro sarà uguale a sei circoli 
massimi; e però la superficie del cilindro circoscritto starà a quella 
della sfera come 6 ? 4 . 

Venendo ora alle solidità, si osservi che il cilindro ha per misura 
il prodotto della base, chf è un cerchio massimo, pel diametro AB, 
ovvero per 6/3 del raggio CB ; e che la sfera ha per misura la sua 
superficie moltiplicala per 1/3 dello stesso raggio; il che equivale al 
prodotto di un cerchio massimo per 4/3 del raggio, essendo la su- 
perficie sferica uguale a quattro circoli massimi. Laonde il cilindro 
starà alla sfera certe 6/3 a 4/3, ossia come 6: 4. C. D. D. 

269. Scolio I. Dal teorema precedente apparisce che nei due- so- 
lidi, cioè il cilindro retto circoscritto alla fiera e la sfera, i volumi 
stanno fra loro come le superficie totali. Archimede apprezzò a tal 
segno questa sua sci pei fa da volere che in vece del projprio nome si 
«colpisse sulla sua tomba un cilindro circoscritto alla sfera. 
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279 Scolio II. Merita ancori di essere osservato chi se il cilin- 
dro e la sfera si segano con piani perpendicolari all’asse AB. i Sin- 
goli segmenti della superficie convessa del cilindro saranno equiva- 
lenti ai singoli segmenti della superficie sferica. Così, per esempio, 
la calotta generata dal rivolgimento del mezzo segmento circolare 
Sor intorno a Br è equivalente alla superficie convessa del cilindro 
generato dal rettangolo EBrm, dappoiché hanno la stessa misura, 
cioè la circonferenza di un circolo massimo per l’altezza Br. 

PROPOSIZIONE cvn — TSOHBMJ. 

271. Il cono sta alla sfera cui è circoscritto come 9:4, tanto 
rispetto alla superficie totale, quanto alla solidità ( fig. 56 ). 

Dim. Sia SAD un triangolo equilatero circoscritto al cerchio 
EBF. nel simultaneo rivolgimelo del semicircolo EBH, e del 
triangolo SUA intorno a SB. si avrà un cono retto circoscritto ad 
una sfera. Or se si congiunga il punto A col centro C, la retta AC 
dividerà in due parti uguali l'angolo formato dalle due tangenti AE. 
AB. ma la retta SB divide ancora per metà I angolo ESF, dunque 
i due triangoli SAB, ACB sono equiangoli, e perciò simili, e si avrà 

SA : AB : : AC : CB. 

Laonde essendo SA doppia di AB. sarà ancora AC doppia del 
raggio CB. e per conseguenza il quadrato di AC risulterà quadru- 
plo del quadrato di CB Ma da un altra parte il quadrato ai AC è 
uguale ai quadrali di AB. CB; poiché è retto l'angolo ABC, dunque 
il quadrato di AB è triplo del quadrato di CB, e perciò il cerchio 
che serve di base al cono sarà triplo di un cerchio massimo. 

Ciò premesso, si osservi «he la superficie convessa del cono ha 

E ier misura la circonferenza della base per AE, che è la metà del 
ato SA del cono, ovvero ha per in stira la circonferenza della base 
pel raggio AB della base medesima; per conseguenza la superficie 
convessa del cono sarà doppia di quella base, la quale essendo ugua- 
le a Ire cerchi massimi, ne risulterà infine che la superficie convessa 
del cono è uguale a sei cerchi massimi, e perciò la superficie totale 
del cono sarà uguale a nove cerchi massimi. Laonde la superficie 
totale del cono starà a quella della sfera come 9:4. 

Lo stesso rapporto sussiste per i volumi. Infatti, il cono ha per 
misura la sua case pel terzo della sua altezza SB, ovvero ha per mi- 
sura il prodotto di tre cerchi massimi pel raggio CB, oppure di un 
cerchio massimo per 9/3 del raggio CB. Ma la sfera ha per misura 
la sua superficie pel terzo del raggio CB, ovvero quattro cerchi mas- 
simi pel terzo del raggio CB, o infine un cerchio massimo per 4/3 del 
raggio CB. dunque il cono sta alia sfera come 9/3 a 4/3, ossia come 
9 ; 4. C D. O. 

272. Scolio I. Dalle due proposizioni precedenti si deduce che il 
cilindro circoscritto alla sfera é medio proporzionale fra la sfe.acd' 
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i Cono ad < > '.a eircostritlo, tanfo rispetto alla superficie, quanto alla 
solidità. Infatti, i tre numeri y. 6, e 4 formano una proporzione 
ronfi mia. Osservando che i! lato del quadrato iscritto al cerchio sta 
al' raggio come la radice di 2 sta all'unità: e che il lato del triangolo 
equilatero iscritto sta al raggio come la radice di 3 sta all’unità, si 
potrebbe dimostrare che il rapporto sopraccennato ha ancora luogo 
pel cilindro c pel cono iscritti ; ma non possiamo qui occuparci di 
questa dimostrazione. :i 

273. Scolio II. Si è visto ( n° 237 ) che può iscriversi in una sfe- 
ra un poliedro regolare. Or è manifesto che si potrebbe concepire 
un poliedro, di cui tutte le facce fossero tangenti alla sfera; in tal 
caso II poliedro accennato potrà considerarsi come composto di pi- 
ramidi aventi per altezza cornane il raggio delia sfera, e per basi 
le differenti facce del poliedro. Quindi il volume del poliedro me- 
desimo si avrà con moltiplicare la sua superficie pel terzo del raggio 
della sfera iscritta; ma questa ha per misura il prodotto delia sua 
superficie pel terzo del raggio, dunque le solidità dei poliedri circo- 
scritti alla sfera stanno tra loro come le superficie ai questi stessi 
poliedri, e per conseguenza la proprietà dimostrata ( n°268) pel 
cilindro circoscritto alla sfera appartiene ad una infinità di altri so- 
lidi. Infine giova osservare che siffatta proprietà è analoga a quella 
che hanno i poligoni circoscritti .ad uno stesso cerchio; poiché le aje 
di questi poligoni stanno come i loro perimetri. 

CAPITOLO XV111. 

DEI TRIANGOLI SFERICI. 

274. Triangolo sferico (lig. 57) dicesila parte della superficie 
della sfera compresa fra tre archi di tre circoli massimi AB, AC. BC. 

275. I lati di un triangolo sferico sono gli archi che formano il 
suo perimetro. Gli angoli poi sono gli angoli dei piani in cui s. t ro- 
tano i loro lati. 

276. Dalla definizione precedente consegue che un angolo di un 
triangolo sferico sarà retto, o acuto, o ottuso, secondo la specie 
dell'angolo diedro formalo dai due piani, ne’quali si trovano i suoi 
Iati, li poiché un angolo diedro è misurato dall' angolo piano, che 
formano le due perpendicolari condotte sopra lo spigolo da un mede- 
simo punto di qiiestoTuna in una faccia, e l’altra nell’altra, perciò un 
angolo di un triangolo sferico sarà misurato dall'angolo compreso fra 
le due rette condotte pel vertice respetlivamente tangenti ai suoi lati. 

’ 277. Se si congiungono i tre vertici A, li, C col centro S della 
sfera per mezzo dei raggi AS, BS, CS, si formerà un angolo trie- 
dro SABC che avrà questo centro per vertice. I suoi angoli diedri 
saranno precisamente gli angoli del triangolo sferico ABC, cd i suoi 
angoli piani avranno per misura i lati di questo triangolo, poiché 
.questi 1 iti si possono considera.. •. come descritti col centro comune 
la S e collo stesso raogij. Quindi tutte le quistioni relative alla 
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comparazione dei trftmguli sferiri si ridmruno a quistioni relative 
alla comparazione degli angoli triedri. Hcciproramente le proposi- 
zioni spettanti agli angoli triedri si applicano ai triangoli sferiri con 
un semplice cangiamento di nomi ; dicendo lati in luogo di angoli 
piani , td angoli in luogo di angoli diedri. 

278. Ahbenchè si possano concepire descritti sulla superficie del- 
la sfera triangoli formati da tre archi di tre circoli minori; pure di 
questi non si fa parola negli clementi di geometria. 

279. Se nel centro di una sfera si situano due angoli triedri sup- 
plementari ( n° 69 ), i triangoli sferici, determinati dalle interse- 
zioni delle facce di questi angoli colla superficie sferica, si dicono 
triangoli supplementarj . Quindi si vede che ogni triangolo sferico 
ha il suo supplemenfario , cioè che ogni Inangolo sferico può esser 
cangiato in un allro di cui i lati, e gli angoli s eno respetlivamente 
supplementi degli angoli, e lati del primo. 

280. Due triangoli sferici che iianno i iati uguali ciascuno a cia- 
scuno, senza poter coincidere, si dicono simmetrici. 

Volendosi costruire il simmetrico di un triangolo sferico ABC 
(fig. a»), si uniranno i tre vertici A II, 6’ col centro S della sfera, 
e si prolungheranno i raggi AS, BS, CS finché incontrino di nuo- 
vo la superficie della sfera ne' punti A 1 . B', C'\ iridi si condurrano 
gli archi di circoli massimi A'C, AB' , B'C; ed il triangolo A'B'C' 
sarà il triangolo richiesto. Infatti, gli angoli triedri SABC , SA'BfC 
sono simmetrici ( n° 74 ), ossia hanno i loro elementi ugnali due a 
due senza poter coincidere; perciò lo stesso deve a ver luogo per i 
triangoli ABC, A'B'C. 

281. E poiché un angolo triedro non può avere che un solo sim- 
metrico, cosi nc’risiiila che un triangolo sferico non può avere che 
un solo triangolo simmetrico. Finalmente è manifesto clic nei trian- 
goli sferici isosceli non si dà uguaglianza per simmetria, ma sem- 
pre uguaglianza propriamente delta, vale a d re che se due triango- 
li sferici isosceli sono uguali, I uno potrà coincidere coll'altro. 

282. Il polo di un circolo della sfera è un punto della superficie 
sferica, il quale é ugualmente distante da tutti i punti della circonfe- 
renza di questo cerchio. 

283. Il diametro della sfera, il quale è perpendicolare al piano di 
un circolo massimo, dicesi asse dello stesso circolo. 

23-i . E facile ora vedere che le estremità A. e B ( fig. 48) dell'as- 
se de) circolo massimo DLC sono i poli non solo dello stesso circolo, 
ma ancora di tulli i circoli minori, come MKi\ . ad esso paralleli. 

Infatti, essendo AO perpendicolare al piano DLC. le corde AD , 
AL, AC. er e. saranno uguali come oblique che si allontanano ugual- 
mente dalla perpendicolare; c perciò saranno uguali gli ardii AD, 
AL, AC, ere. lai sles.so ha lungo per gli ari hi UD, BL, BC, ere. : 
l'or conseguenza i punti A, t li sono i poli dei < ircelo massimo DLC. 
In secondo luogo, essendo AO perpendicolare al piano DCL , saia 
pure perpendicolare al piano MKN ad esso parallelo; e però dovrà 
passare pel rentro £J di questo cerchio { n u 216 ). Se dunque si tiri- 
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■e le forile AM, AK, AN. ecc., queste saradho uguali; come pure 
gli archi sottesi da Queste corde. Laonde il punto A è polo del circor 
lo minore MKflì, e lo stesso potrà dimostrarsi pel punto B. 

285. Dalle cose precedenti risulta manifesto cne due circoli massimi 
non possono avere uno stesso polo; dappoiché congiùngendo questo 
polo col centro comune, la retta congiungente sarebbe perpendico- 
lare in uno stesso punto a due piani diversi; il che non può sussiste* 
ce Oltre a ciò, è evidente che se per i poli di un circolo massimo 
DCL %\ faccia passare un altro circolo ALB , ciascuno degli archi 
AL, BL sarà un quadrante; ed il suo piano sarà perpendicolare al 
piano COL. Quindi il triangolo sferico ADL ha due angoli retti . 
cioè gli angoli LDA, DLA-, che perciò sarà uu triangolo sferico bi- 
rettangolo. Or se si suppone che 1’ arco DL sia esso pure un qua- 
drante, l’angolo DOL sarebbe retto; ma quest'angolo misura i ango- 

10 formato dai due piani LOA, DO.i, dunque l'angolo DAL del trian- 
golo sferico sarebbe ancora retto , ed il triangolo sferico accennato 
sarebbe trirettangolo. 

Da ciò si deduce che la superficie della sfera si può decomporre in 
otto triangoli sferici trirei tangolw Se ne deduce aucora che un ango- 
lo sferico DAL ha per misura l’arco DL compreso fra i suoi lati, e 
descritto dal suo vertice A come polo alla distanza di un quadrante. 

286. Per le proprietà dei poli riesce agevole descrivere sulla su- 
perficie della sfera archi di cerchio come sopra un piano. Infatti, se 
si ponga fa punta di un compasso in A. e con un dato intervallo^/'’ 
si faccia girare il compasso inforno ad A , la seconda puuta descrive- 
rà la circonferenza FPG. Se l’intervallo è uguale al quadrante AD, 
in tal caso si descriverà la circonferenza del circolo massimo DLC. 

287. Volendosi descrivere su la superficie della "sfera un arco di 
circolo massimo che passi per due punti dati D. e L, basterà trovare 

11 polo dell’arco accennato. A tal uopo, da ciascuno dei punti D , L 
come poli, e coll'intervallo di un quadrante si descrivano sopra la 
superficie sferica due archi che si taglieranno in un puntoci gli ar- 
chi AD, AL saranno quadranti; e perciò gli angoli AOD , AGL sa- 
ranno retti, la retta AOsark perpendicolare al piano DOL , ed il pun- 
to A sarà il polo del circolo massimo DLC che passa per i due punti 
dati D, e L. Se dunque col punto A come polo , e coll intervallo di 
un quadrante si descriva un arco, questo passerà per i punti D. e L. 

188. In virtù delle stesse proprietà dei poli, da uu punto P dato 
su la superficie della sfera si potrebbe condurre un arco di circolo 
massimo perpendicolare ad un arco dato DL. Ciò si otterrà descri- 
vendo dal punto Scoine polo, e con un quadrante come intervallo , 
un arco che taglierà l'arco DL, prolungalo se occorra, in un punto 
C: indi da questo punto come polo, e collo stesso intervallo, si de- 
scriverà l'arco PL che saià l'arco richiesto. Infatti, essendo CL un 
quadrante , l'angolo CLA saia retto ( n°285 ); e per conseguenza 
1 arco PL sara perpendicolare ali’arrò DL. 

289. Il circolo che passa per i tre vertici A, B, C del triangolo sfe- 
rico (fig, 57) è sempre un circolo minore. Infatti, se fosse nn circejo 
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massimo , I arco AB si dovrebbe confondere con la circonferenza di 
questo circolo , poiché per due punti A, e B non pnò passare che 
un solo circolo massimo. Lo stesso avrebbe luogo per gli archi AC, 
BC: e per conseguenza il triangolo ABC si troverebbe cangiato in un 
arco di circolo massimo; il che non può sussistere. 

290. Se si prolunghi il lato BC ( fig. 58 ) del triangolo sferico 
ABC, e si formi 1 intiera circonferenza, si avrà un secondo triangolo, 
di cui i lati saranno gli archi AB, AC, e l'arco BcbC-, questo trian- 
goto corrisponde a un angolo triedro , nel quale l'angolo piano mi- 
surato dall'arco BcbC è maggiore di una mezza circonferenza. Simil- 
mente si potrebbero prolungare due lati, ed anche tutte tre i lati del 
triangolo ABC, e formare in tal modo triangoli, nei quali vi sareb- 
bero due o tre lati maggiori di una mezza circonferenza. Ma è facile 
vedere che se si toglie ciascuno di questi lati da una circonferenza 
intera si ritorna al triangolo ABC, in cui ciascun lato è minore di 
uua mezza circonferenza. Perlocchè , la cognizione degli elementi 
del triangolo ABC basta a determinare anelli, per esempio, del trian- 
golo formato dagli archi AB , c AC, e dall' arco BcbC maggiore di 
una mezza circonferenza. Per questa ragione si considerano soltanto 
quei triangoli sferici, nei quali ciascun lato è minore della mezza cir- 
conferenza. 

morosi /.ione cvin — teorema. 

291 . In ogni triangolo sferico un lato qualunque è minore della 

somma degli altri due ( fig. 57 ). • 1 

Dim. Perocché nell’angolo triedro corrispondente SABC ciascun 
angolo piano é minore della somma degli altri due; e per conseguen- 
za ciascuno degli archi AC, AB , BC che misurano questi angoli è 
minore della somma degli altri due. C. D. D. 

rnorosizionE cix — teorema . 

292. La somma dei tre lati di un triangolo sferico è minore della 
circonferenza di un circolo massimo ( fig. 57 ). 

Dim. Infatti, essendo nell'angolo triedro SABC la somma dei tre 
angoli piani minore di quattro angoli retti , la somma dei lati dei 
triangolo sferico ABC eoe misurano i detti angoli piani dovrà essere 
minore di una circonferenza di circolo massimo che misura i quattro 
angoli retti. C. D. D. 

moposrzioNE ex — teorema . 

293. La somma degli angoli di ogni triangolo sferico è minore di 
sei, e maggiore di due angoli retti ( fig. 57 ). 

Dim. Infatti, ciascup angolo di un triangolo sferico ABC c minore 
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$ due retti; e perciò la somma dei tre angoli é minore di sei retti. 
Di più, ciascun angolo del triangolo ABC è il supplemento di un lato 
del triangolo sferico supplemenlario ( n° 279 ), e per conseguenza e- 
quivale ad una mezza circonferenza meno questo lato. Dunque In 
somma dei tre angoli del triangolo ABC vale tre mezze circonferen- 
ze meno i Ire lati del triangolo supplemenlario Or. questi tre lati 
valgono meno di due mezze circonferenze ( n° 67 ) ; per conseguen- 
za se da ire mezze circonferenze si toglie una quanlilà minore di due 
qwzzn circonferenze, il resto sarà maggiore di una mezza circonfe- 
renza- Quindi la somma dei Ire angoli del triangolo ABC avrà per 
misura un arco maggiore di una mezza circonferenza; e però la detta 
somma sarà maggioie di due angoli retti. C.D.D. 

294. Corollario. Dal teorema precedente apparisce che la somma 
dei tre angoli di un triangolo sferico non è costante come quella dei 
tre angoli di un triangolo rettilineo; ma varia da due s no a sei an- 
goli retti senza mai uguagliare nè l'uno nè l'altro limite. Laonde es- 
sendo dati due angoli di un triangolo sferico non si può trovare il 
terzo angolo. 

295. Scolio. Paragonando i triangoli sferici cogli angoli triedri 
corrispondenti, e richiamando ciò che è stalo dimostrato ( n° 72 . e 
77, 78, 79 ), ne risulterà thè due triangoli sferici descritti su la me- 
desima sfera, o sopra sfere uguali, sono uguali o simmetrici, se hanno: 

(“. I Ire lati uguali ciascuno a ciascuno. 

, 2°. Un angolo uguale compreso fra due lati uguali ciascuno 9 
ciascuno. 

3°. Un lato uguale adiacente a due angoli uguali ciascuno a cia- 
scuno. 

4°. I tre angoli uguali ciascuno a ciascuno. 

; Questa ultima proposizione non ha luogo nei triangoli rettilinei , 
nei quali se gli angoli sono uguali, i lati non sono uguali, ma sono 
proporzionali. Al contrario nei triangoli sferici, che hanno gli angoli 
uguali, e sono descritti sopra la stessa sfera, o sopra sfere uguali, se 
i lati fossero proporzionali, essi diverrebbero ugnali come archi simili 
di circonferenze i cui raggi sono uguali. Quindi nei triangoli sferici 
descritti sopra la stessa sfera, se gli angoli sono uguali , i triangoli 
non saranno simili; ma o uguali, o simmetrici; saranno però simili, 
se posta l'trguaglianza degli angoli, sono descritti sopra sfere di di- 
verso raggio. 

PROPOSIZIONE CXI — TEOREMA. 

296. In ogni triangolo sferico isoscele gli angoli opposti ai lati 
uguali sono uguali. Reciprocamente se due angoli diun triangolo sfe- 
rico sono uguali, i lati ad essi opposti saranno pure uguali (fig.59). 

Dim. Sia ABC un triangolo sferico isoscele, nel quale si supponga 
AB ~ AC. Si divida la base in due parti uguali nel punto D. e :>i fai - 
•ria passare l'arco di circolo massimo AD, si avranno i due triangoli 
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j4BD. ACD, nei quali essendo i Ire lati rcsj>ettivamente ugnali, 
sarà l'angolo li = C. 

In secondo luogo, supponendo ehe abe sia il triangolo supple* 
mentano del triangolo proposto, dall'essere li = Csi deduce ac zzab; 
e quindi sarà l’angolo Izze-, dal che infine risulta l'uguaglianza dei 
lati AC, AB. C. D. D. 

297. Corollario. Apparisce da questo teorema che 

1°. Un triangolo sferico equilatero è anche equiangolo, e reci- 
procamente. 

2°. In un triangolo sferico isoscele l'arco di circolo massimo 
condotto dal vertice al punto di mezzo della base è perpendicolare 
a questa base, e divide l angolo al vertice in due parti uguali. 

proposizione cxn — teoresi j . 

298. In ogni triangolo sferico il lato opposto all'angolo mag- 
giore è maggiore del lato opposto all angolo minore ; e reciproca- 
mente ( fig. GO ). 

bini. Sia in primo luogo l’angolo 2? maggiore dell’angolo A. sarà 
il lato AC maggiore del lato CU. Infatti si conduca l'arco di circolo 
massimo BD in guisa che risulti l'angolo ABD = A: in virtù della 
proposizione precedente si avrà BDzzAD. .ila nel triangolo BDC 
il lato BC è minore della somma dei lati BD, DC, ovvero di AD-trDC-, 
dunque AC è maggiore di CB. 

In secondo luogo, sia il lato AC maggiore del lato CB, sarà l'an- 
golo B maggiore dell'angolo A; poiché se fosse minore, o uguale, 
nel primo caso sarebbe il lato AC minore del lalo CB, e nel secon- 
do caso si avrebbe ACzzCB, contro la supposizione in ambedue i 
casi; per conseguenza dev’essere l’angolo B maggiore dell’ angolo 
A. C.D.D. 

PROPOSIZIONE CXIII TEORE IH Al 

299. Se due triangoli sferici, descritti su la stessa sfera, o sopra 
sfere uguali, hanno due lati uguali respeltivamcnte a due lati, ma 
l angolo compreso dai due primi è maggiore dell'angolo compreso 
dai due secondi, sarà il terzo lato del piimo triangolo maggiore del 
terzo lato del secondo; e reciprocamente. 

La dimostrazione è simile a quella fatta pel caso analogo nei trian- 
goli rettilinei. 

rRO POSIZIONE CXIV — TEOREMA ■ 

300. Due triangoli sferici simmetrici sono equivalenti (flg. Gl). 

Dim. Sieno ABC, DEF due triangoli sferici simmetrici, nei qua- 
li sia il lato ABzzDE, ACrzDF, BCzzEF; dico che l'aja del tnan- 

22 
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golo ABC è uguale a quella del triangolo DEF. Infatti, i lati dei 
due triangoli essendo uguali, le corde da essi sottese saranno pure 
uguali e formeranno triangoli rettilinei uguali; per conseguenza i 
circoli circoscritti a questi triangoli saranno ugnali Quindi se per 
i poli 0, e P di questi circoli si conducano archi di circoli massimi 
agli àngoli dei triangoli proposti, questi archi saranno, uguali 
(n° 285); e si formerà in questo modo sopra ciascun lato un trian- 
golo sferico isoscele. Or i tre triangoli isosceli del primo dei trian- 
goli dati saranno evidentemente uguali ai tre del secondo, ciascuno 
a ciascuno; poiché nei triangoli isosceli non esiste uguaglianza per 
simmetria (n°28l ), dunque le aje dei triangoli proposti jarauno 
formate nello stesso modo con quelle" dei nuovi triangoli; e però i 
triangoli proposti saranno equivalenti. C. D. D. . 

301. Scolio. Se i poli 0, e P Aei circoli circoscritti ai triangoli 
cadessero fuori di questi, la dimostrazione sarebbe sempre la stessa, 
conte è facile vedere. 

rnoposizioNE cxv — teorema. 

. f ' • # . 

302. Il fuso sta alla superfìcie della sfera come l'angolo dei se- 
micircoli tnassimi die comprendono il fuso sta a quattro angoli 
retti ( fig. 62 ). 

Dim. Sia il fuso AMBN compreso dai due semicircoli massimi 
AMB , ANtì che terminano al diametro comune AB. L' angolo 
MAN formato dai due archi AM, AN . e che dicesi angolo del fu- 
so, .duo essere misurato ( n°285 ) dall’ angolo MON, ovvero dal- 
l’arco MN del circolo massimo MNP, chè ha per asse il diametro 
AB. Oltre a ciò, è evidente che sopra una medesima sfera due fusi 
sono uguali quando i seraicircoli che li comprendono formano Ira 
loro angoli uguali. Ciò premesso , è facile dimostrare la proposizio- 
ne enunciata. Infatti , supponiamo in primo luogo che l’arco MN s ia 
commensurabile colla circonferenza MNP; e che stia a questa co- 
me 3 a 12. Dividendo la circonferenza in 12 parti uguali, l'arco 
MN conterrà 3 di queste parti; poi facendo passare per i punti di 
divisione, e per i punti A, B, 12 circoli massimi, la superfìcie sfe- 
rica sarà decomposta in 12 fusi uguali, 3 dei quali saranno conte- 
nuti nel fuso AMBN. Quindi il fuso accennato sta alla superficie 
sferica come l’arco MN alla circonferenza MNP, oppùre come l’an- 
golo MAN del fuso sta a quattro angoli retti. 

Se l’arco MN fosse incommensurabile colla circonferenza, la pro- 
posizione enunciata si dimostrerebbe col ragionamento fatto nella 
geometria piana in un caso analogo ( n° 205 ). C. D. D. 

303. Scolio, il manifesto che colla stessa dimostrazione si po- 
trebbe provare che l’unghia sferica AMBN sta alla sfera come l’arco 
MN sta alla circonferenza MNP. 



Digitìzed by Google 



ClOMKTniA SOLIDA 



75 



rnorosiziojiE cxvi — tboaemj . 

» 

304.// fuso ha per misura il prodotto del suo arco moltiplicato pel 
diametro della sfera-, e l'unghia ha per misura il prodotto del fuso 
moltiplicato pel terzo del raggio delta sfera medesima. ( fig. 02 ). 

Dim. Imperocché, si ha dalla proposizione precedente che il fuso 
AMBN sla alla superficie sferica come l’arco MN alla circonferen- 
za MNP i per conseguenza il fuso accennato sta alla superficie sfe- 
rica come l’arco MN moltiplicato pel diametro MP sta alla circon- 
ferenza MNP moltiplicata per lo stesso diametro. ]\Ia la circonfe- 
renza MNP moltiplicata pel suo diametro è la misura della super- 
ficie sferica, dunque il fuso ha per misura l’arco MN , che misura 
il suo angolo, moltiplicato nel diametro della sfera. 

In secondo luogo, essendo l’unghia sferica alla sfera come il fuso 
alla superficie sferica, sarà l’unghia alla sfera come il fuso moltipli- 
cato pel terzo del raggio della sfera sta alla superficie sferica molti- 
plicata pel terzo dello stesso raggio. Ma la superficie sferica molti- 
plicata pel terzo del raggio della sfera è la misura di questa, dun- 
que l’pnghia avrà per misura il fuso moltiplicato pel terzo del rag- 
gio della sfera. C. D. D. 

306. Corollario I. Il settore circolare 31 ON avendo per misura il 
prodotto dell'arco MN per la metà del raggio 310, sarà in virtù della 
proposizione precedente il fuso AMBN quadruplo del detto settore. 
Quindi il triangolo sferico birettangolo AMN , che è metà del fuso, 
sarà doppio dello stesso settore circolare. Che se poi il triangolo 
AMN fosse trirettangolo, allora la sua aja sarebbe uguale a quella 
di un semicircolo massimo, cioè sarebbe la ottava parte della super- 
ficie sferica; e per conseguenza la superficie sferica potrà essere 
rappresentata da otto triangoli sferici trirettangoli . 

306. Corollario II. Se dunque si prenda per unità delle .superficie 
sferiche il triangolo trirettangolo, che chiameremo K, e per unità 
di angolo l'angolo retto, che chiameremo li, si avra la proporzione 
qui appresso. 

Fuso AMBN ■ 8K : : arco 3IN : ciré. MNP, 
ovvero, chiamando A l'angolo del fuso, 

Fuso AMBN : «S/C : : A : 4B, 
e moltiplicando per 2 i termini della seconda ragione. 

Fuso AMBN : 8K : : aA : SII, 
e dividendo per 8 i conseguenti 

Fuso AMBN : K : : a A : R . 

Ma in luogo di K. e B si possono mettere le unità che rappresen- 
tano, dunque si avrà in fine 

Fuso AMBN = aA 

vale a dire che il fuso è uguale al doppio del suo angolo. 

Questa espressione è di pura convenzione; poiché essa serve a di- 
notare sotto forma abbreviata la proporzione or ora ottenuta , cioè 
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che il fuso sla al triangolo Iriretlangolo, che è l’unilà superficiale , 
come il doppio dell'angolo del l'uso sia all’angolo retto, che è l'unilà 
angolare. La differenza sla dunque in qneslo; cioè, die nella propor- 
zione le due unità, superficiale, ed angolare, sono espresse, raentre- 
chè nella uguaglianza 

Fuso AMEN ■=■ zA\ 

le slesse unità si devono sottimlere; il che non può mai produrre e- 
quivoco di sorla, e mollo meno indurre in errore. 

PROPOSIZIONE CXVII TEOREMA. 

307. L'aja (l’un triangolo sferico ha per misura il raggio della 
sfera molliplicalo per la somma dei tre archi che misurano i tre an- 
goli del triangolo diminuita d ima mezza circonferenza ( fig. 58 ). 

Dim. Sia ABC un triangolo sferico. Si prolunghi il lato BC finché 
si formi il circolo massimo BCbc, di cui fa parte; indi si prolunghino 
ancora gli altri due lati AB, AC al di sopra, e al di sotto del piano 
BCbc-, essi incontreranno questo piano nei punti, b, e c; ed essi stessi 
s’incontreranno nel punto a al di sotto del piano medesimo. 

Or siccome due circoli massimi si tagliano sempre scambievolmen- 
te in due parti uguali ( n° 214 ), cosi sarà BCb una semicirconferen- 
za, come ancora Cbc\ per conseguenza si avrà BCb — Cbc, e toglien- 
do la parte comune Cb, reslerà BCzzbc. Nello stesso modo si dimo- 
stra che CAc —ACa, e tolta la parte comune AC, risulterà Ac — Ca ; 
e così pure sarà BAb zzABa, e sottratta la parte comune AB, reste- 
rà Ab = Ba. 

Dunque i triangoli Abc, ed aBC hanno i loro tre Iati uguali cia- 
scuno a ciascuno; e perciò sono equivalenti, non potendo combaciare 
per essere simmetrici, come è facile Vedere. Da ciò si deduce che la 
somma dei triangoli ABC, ed Abc equivale alla somma dei triangoli 
ABC, ed aBC, vale a dire al fuso ABaCA, il quale ha per angolo 
l'angolo A del triangolo proposto. Laonde il fuso accennato ha per 
misura ( n° 303 ) l'arco che misura l'angolo A moltmlicato pel diame- 
tro della sfera. 

Parimente si dimostra che il fuso BAbCB ha per misura l' arco , 
che misura l’angolo B de! Iriangolo dato , moltiplicato pel diametro 
della sfera; e che il fuso CAcBC ha per misura l’ arco , che misura 
l’angolo C dello stesso triangolo, molliplicalo pel diametro della sfe- 
ra. Quindi la somma dei tre fusi avrà, per misura il diametro molti- 
plicalo per la somma dei Ire ardii accennali. Ma la somma di questi 
Ice fusi, vale a dire la somma dei due triangoli ABC, Abc , più i due 
Itisi BAbCB , e CAcBC equivale alla superficie deli'err.isfero superiore 
a! piano BCbc, più due volte il triangolo ABC ; dunque il doppio di 
questo triangolo è uguale alla somma dei tre fusi diminuita della su- 
perficie dell’emisfero. E poiché questa superficie ha per misura la se- 
i micirconferenza di un circolo massimo pel diametro della sfera . ne 
consegue che il doppio del triangolo sferico ABC equivale al de Ito 
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diametro moltiplicalo per la somma dei Ire archi che misurano i tre 
angoli del triangolo diminuita di una mezza circonferenza; e perciò 
il triangolo ABC avrà per misura il raggio della sfera moltiplicato 
per la somma dei delti archi diminuita di una mezza circonferenza. 
C. D. D. 

308. Scolio. La superficie della sfera avendo per misura il diame- 
tro moltiplicato per la circonferenza di un circolo massimo, ovvero il 
raggio moltiplicato per due volte la circonferenza di un circolo mas- 
simo, segue dalla proposizione precedente che la superficie del trian- 
golo sferico sta a ciucila della sfera come la somma dei tre archi, che 
misurano gli angoli del triangolo diminuita di una mezza circonfe- 
renza sta a due circonferenze di circolo massimo. Quindi mettendo 
in luogo degli archi gli angoli da essi misurati, si avrà il teorema che 
Cavalieri dimostrò il primo, cioè che 

La superficie del triangolo sferico sta a quella della sfera come t ec- 
cesso della somma dei tre angoli del triangolo sopra due angoli retti 
sta ad otto angoli retti. 

Se dunque si esprime con E l'eccesso della somma dei tre angoli 
A, B. C sopra due retti, e si prende per unita di misura delle super- 
ficie sferiche il triangolo trirettangolo, e per unità degli angoli l’an- 
golo retto, c di più si osservi che la superficie sferica è uguale ad ot- 
to triangoli trirettangoli, il teorema sopraccennato sarà espresso dal- 
la proporzione 

Triangolo ABC : S : : E : 8, 
dalla quale si deduce evidentemente 

Triangolo ABC “ jC; 
e per conseguenza si potrà dire che 

La superficie di un triangolo sferico qualunque ha per misura f ec- 
cesso della somma dei suoi tre angoli sopra due angoli retti- 
- li questa una espressione abbreviata del teorema del Cavalieri , 
che non può produrre veruno equivoco, allorché vi si sottintendano 
le due unità, cioè l’una che serve di misura alle superficie sferiche, 
c l’ altra agli angoli. 

rnorosiziONE cxvm — problema . 

309. Essendo dati i tre lati di un triangolo sferico , trovare 
i suoi angoli diedri ( fig. 63 ). 

Soluzione. In luogo del triangolo sferico , si considererà l'angolo 
triedro, che risulta unendo i tre vertici del triangolo proposto col 
centro della sfera. 

Sia dunque SABC un angolo triedro, di cui sono dati i tre ango- 
li piani ASB, BSC, ASC, e supponiamo primieramente che si vo- 
glia trovare l’angolo diedro ASBC. Si prendano su gli spigoli le 
parli uguali SA. SB. SC; e si conducano le ielle AB , BC , AC ; indi 
per un punto 0 dello spigolo SB s'innalzino su questo nelle facce 
ASB, BSC le perpendicolari OM, ed ON, le quali ( n° 70 ) , incon- 
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treranno le rette BA, BC. L'angolo MON è l’angolo che si mole 
determinare, poiché esso è la misura dell’angolo diedro ASBC. 

Ciò premesso, si facciano sopra un piano gli angoli asb, bcs, csa’ 
respettivamente uguali agli angoli ASB, BSC, ASC della figura in 
rilievo; prendasi sa = sb ss se s= SB, e si uniscano ab, bc, col. I 
triangoli asb, bsc, csa! saranno respettivamente uguali ai triangoli 
ASB, BSC, CSA, perchè hauno un angolo uguale compreso fra lati 
uguali. Se dunque colle rette ab, bc, ca‘ si costruisce un triangolo 
a"bc, qnesto triangolo sarà uguale al triangolo ABC, poiché i loro 
lati sono respettivamente uguali. 

Si prenda ora bo = BO, e pel punto o si conduca mn perpendico- 
lare sopra sb; il triangolo mob sarà uguale al triangolo MOB, poi- 
ché hanno un lato bo ~ BO, adiacente a due angoli uguali ciascuno 
a ciascuno, cioè mob ss MOB come retti, e mbo ss MBO a cagione 
della uguaglianza dei triangoli asb, ed ASB. Per la stessa ragione 
saranmio uguali i triangoli bon, e BON, onde si avrà om ss O.ìl, ed 
ou — ON. 

Si faccia inoltre bm' ss 6m. e si congiunga m'n, il triangolo m'bn 
sarà uguale al. triangolo MBN ; poiché hanno due lati uguali eia- 
senno a ciascuno, cioè bm' ss bm ss BM, e bn ss BN; e questi lati 
sono compresi fra gli angoli eba" , e CBA uguali in virtù della ugua- 
glianza dei triangoli a"bc, ed ABC. Quindi sarà m'n sr MN. 

Se dunque colle rette om, on, m'n si costruisca il triangolo m'no' 
questo triangolo sarà uguale al triangolo MO!V; dappoiché questi 
triangoli avranno i loro tre lati uguali ciascuno a ciascuno. Laonde 
l'angolo m'o'n sarà uguale all’ angolo cercato MON. 

Nello stesso modo si potranno ottenere i due altri angoli diedri, 
ossia gli angoli piani che li misurano. C.. D F. 

310. Scolio. È facile vedere che la costruzione precedente può 
sempre applicarsi, qualunque sieno i tre angoli piani, purché sono 
tali da poter formare un angolo triedro. Si vede ancora che il pro- 
blema ammette una sola soluzione. 

PROPOSIZIONE CXIX — PROBLEMA 

311. Essendo dati i tre angoli di un triangolo sferico, trovare 
i suoi tre lati. 

Soluzione. Sostituendo al triangolo proposto l'angolo triedro che 
gli corrisponde, il problema si riduce a trovare gli angoli piani di 
un angolo triedro , allorché sono dati i suoi angoli diedri M, N, P. 
Ciò posto, si chiami d l'angolo retto, e si consideri 1’ angolo triedro 
supplemenlario, gli angoli piani di questo saranno espressi da zd — 
M, zd — N , e zd — P. Quindi applicando le costruzioni fatte nella 
proposizione precedente si potranno determinare successivamente i 
tre angoli diedri dell'angolo triedro supplemenlario. Sieno A, B, C 
questi tre angoli diedri, è manifesto che gli angoli piani dell’ angolo 
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triedro proposto Terranno espressi respettivamenle da ad — A , 
ad — B, e ad— C; e però il problema sarà risoluto. C. 1). F. 

PROPOSIZIONE CXX — PROBLEMA. 

312. Essendo dati due lati di un triangolo sferico, e l'angolo da 
essi compreso, trovare il terzo lato ( fig. 63 ). 

Soluzione. Questo problema si riduce al seguente: dati in un an- 
golo triedro due angoli piani e l'angolo diedro compreso, trovare il 
terzo-angolo piano. Sieno dunque ASB, c BSC i due angoli piani 
dati, si faccia SA ss SBszSC, s innalzino sopra SB le perpendico- 
lari OM , ed ON, e si congiunga MN , l’angolo MON essendo la 
misura dell’angolo diedro ASBC che si suppone dato , si conoscono 
nel triangolo MON due lati e l’angolo compreso. Quindi si può co- 
struire questo triangolo, e dedurne ('angolo piano incognito ASC. 

Infatti, si costruiscano sopra un piano gli angoli asb , e òse re- 
speltivamente uguali agli angoli ASB , e BSC della figura in rilie- 
vo; e si prenda sw=zsb = SB. I triangoli asb, e bsc saranno respet- 
tiyamente uguali ai triangoli ASB, e BSC. Si faccia inoltre bo s=BO, 
e pel punto o si conduca la retta mn perpendicolare a sb ; i triangoli 
mob,enob saranno respettivamenle uguali ai triangoli MOB , e 
NOB. 

Ciò premesso, si costruisca un triangolo m"o"n", in cui l’ angolo 
m"o"n" sia uguale all’angolo dato formato dalle facce ASB, e BSC, 
e sia m"o" — mo — MO , e n"o" — no — NO. Questo triangolo sarà 
uguale al triangolo MON, poiché avranno un angolo uguale com- 
preso fra lati uguali; e ne risulterà m"n" zzMN. 

Coi lati mb, bn, e m"n" si costruisca il triangolo m'bn ; questo 
triangolo sarà uguale al triangolo MBN; poiché avranno i loro tre 
lati uguali ciascuno a ciascuno. 

Su la retta bm‘ si prenda ba" ss ba , e si congiunga co" , il trian- 
golo a"bc sarà uguale al triangolo ABC, poiché gli angoli ci'bc, ed 
ABC sono uguali a cagione della uguaglianza dei triangoli m'bn , e 
MBN; e di più si ha bc sz BC, e bel' zzbazz BA. 

Da ciò risulta ancora af'c — AC. Si costituisca dunque un trian- 
golo al se, di cui i lati se, e sa' sieno uguali, e la base sia ugnale ad 
a"c; questo triangolo sarà uguale al triangolo ASC, poiché essi a- 
vranno i loro tre lati uguali ciascuno a ciascuno. L’angolo a' se sarà 
dunque il terzo angolo piano richiesto. C. D. F. 

313. Scolio. Conoscendo il terzo angolo piano, si potranno otte- 
nere i due altri angoli diedri colla costruzione del n° 239. 

È facile poi vedere che il problema proposto ammette una sola 
soluzione. 
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FROrOSIZIONE CXXI — PROBLEMA. 

314. Essendo dati un lato ed i due angoli adiacenti di un trian- 
golo sferico, trovare i rimanenti lati, ed il terzo angolo. 

Soluzione. Sostituendo al triangolo sferico l'angolo trièdro cor- 
rispondente. si chiami ^l’angolo piano dato, M, e jfV gli angoli che 
servono di misura agli angoli diedri adiacenti dati. In virtù del teo- 
rema del n° 68 , l'angolo triedro snpplcmcntario avrà due angoli 
piani uguali a 2 d — M, ed a zd — N; e 1 angolo diedro compreso sarà 
espresso da zd — A (chiamando d l’angolo retto). 

Applicando le costruzioni del problema precedente , si potrà de- 
terminare il terzo angolo piano del triedro supplementario, e poi 
colle costruzioni del n° 309, i suoi due altri jmgoli diedri. Sicno P 
il ferzo angolo piano , B e C i due angoli diedri cosi determinati, 
l’ angolo triedro proposto avrà necessariamente un terzo angolo die- 
dro espresso da zd — P ed i due altri angoli piani saranno respetti- 
vamenfe uguali a 2 d — B, ed a zd — C. Quindi tulle le sue parti sa- 
ranno conosciute. D. F. 

3 15. Scolio. La risoluzione dei problemi precedenti fa vedere 
che coll'aiuto dell’ angolo triedro supplementario essi si riducono a 
due soli. Così pure, se fossero dati di un triangolo sferico due lati 
ed un angolo opposto- ad uno di questi lati, ovvero due angoli ed un 
lato opposto ad uno di questi angoli, la risoluzione dei due problemi 
accennati si ridurrebbe a quella di uno di essi in virtù dell'angolo 
triedro supplementario : ma qui non possiamo riportarla. 
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i . Lo scopo et) e ci siamo proposti in questo Catechismo di geometria solida 
é stato quello di ridurre la scienza alla più grande brevità e semplicità pos- 
sibile, senza però nulla togliere né al patrimonio della scienza stessa, né 
al rigore delle dimostrazioni, che al dir di Aristotile costituisce la prin- 
cipe! missione del geometra. Ciò non poteva farsi , almeno secondo la no- 
stra maniera di vedere , senza deriare notevolmente dal cammino seguito 
•elle migliori istituzioni geometriche. E però, dopo lunghe meditazioni, ci 
é sembrato non solo di dover fondare la teorica de’ corpi rotondi sul metodo 
degl’ infinitamente piccoli, ma ancora di dover cangiare dorè più dove meno 
il sistema tenuto nella esposizione delle altre teoriche, mettendo a profitto 
> materiali raccolti dalle meditazioni dei geometri antichi e moderni, e quelli 
che abbiamo potuto ricavare dalle nostre proprie ricerche, qualunque esse 
siensi. Laonde ci proponiamo in questa nota di dar ragione dei cangia- 
menti principali che ci é sembralo dover fare nelle teoriche accennate, 
affinchè la gioventù studiosa possa veder chiaramente di che si tratta, e 
valutare le pretese di alcuni , i quali vorrebbero ridurre la geometria a 
quello slato io cui era due mila cpiù anni indietro. 

a. Prima di tulio abbiamo stimato di esporre la scianza in guisa che 
ogni capitolo contenesse una data teorica senza miscugli, per quanto era 
possibile, perché cosi si evita il grave inconveniente di disporre le pro- 
posizioni in modo puramente arbitrario, con la sola condizione di man- 
tenere l’esattezza delle dimostrazioai. Usa siffatta divisione di teoriche 



riesce più difficile a praticarsi nella geometria solida che nella piana ; 
poiché quando gli oggetti divengono complicati , convieue disporli a grup- 
pi, c non disgiungerli con minute divisioni. Quindi ci siamo sforzati di 
mettere fra le teoriche tal separazione che non impedisse di poter fede- 
ro, per cosi dire, tutta la loro fisonomia. 

3. La geometria solida poggia su la proposizione VI, nella quale si 
dimostra che se una retta é perpendicolare a due relte che s’intersecano 
nel suo piede in un piano, essa sarà perpendicolare a qualsivoglia retta 
condotta per Io slesso piede nel medesimo piano. Quindi era necessario 
di far vedere anticipatamente la possibilità di costruire una retta perpen- 
dicolare a due altre nel punto della loro intersezione. Euclide , e Legen- 
dre, ebe sono i più stimati e conosciuti autori di elementi di geometria, 
hanno considerata una siffatta possibilità come evidente. E vero che nella 
definizioni che danno relativamente all’ angolo formato da due piani si 
parla di due rette perpendicolari alla intersezione comune di essi piani; 



ma trattandosi di una proposizione , che c la pietra angolare su cui pog- 
gia tutto l’edifizio della scienza, la possibilità del concetto di una retta 
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perpcudicolare a due altre doveva esser posta in piena luce , o non adom- 
brala in una definizione che riguarda la teorica degli angoli diedri , la 
quale viene assai dopo quella delle rette perpendicolari ai piani. Perloc- 
clié ci è sembrato necessario, come abbiam detto, non solo di far vedere 
elle poteva esistere una retta pefpehdftolarc a.'duc altre, ma di risolvere 
il problema di abbassare do un punto date fuori dì un piano una perpen- 
dicolare a questo piano Senza dipartirci dallo stesso principio, Euclide ha 
risoluto il problema accennato appoggiandosi ad un teorema dipendente 
da un’altra teorica, cioè che di due rette parallele se una è perpen- 
dicolare ad un piano, l’altra sarà pure perpendicolare allo stesso piano. 
Legendre è partito da un altro principiò, cioè ha supposto che si pote- 
vano trovare sopra un piano tre punti equidistanti dal punto , da cui si 
vuole abbassare la perpendicolare sopra il piano medesimo senza dimo- 
strare la possibilità di un siffatto principio. Lasciamo al lettore il giu- 
dicare se la via tenuta da Euclide, e da Legendre in questa circostanza 
possa condurre a raggiungere quella chiarezza e quell’ordine naturale 
nelle idee, che' è tanto necessario per la facile intelligenza de’ principi 
fondamentali delta scienza, e per la piene, convinzione di chi ne intrapren- 
de lo studio* 

4. Nel capitolo V si trova dimostrato che due rette non situate nel me- 
desimo piano sano sempre situate in piani paralleli. Ivi si dà ancora 
mezzo di valutare l’ inclinazione di una retta con un piallo. Legendre non 
si occupa di queste due proposizioni; solamente Euclide parla del modo di 
valutare l’inclinazione della retta con Un piano, ma vi arriva spedita- 
mente, poiché mette come definizione un teorema che ha bisogno di una 
formale dimostrazione. Roberto Sirason si è dimenticato questa volta di 
addossarne la colpo al povero Tcofte di Alessandria , cui attribuisce tutte 
lo mancanze e le inesattezze che si trovano nel testo di Euclide. 

5. Nella teorica degli angoli diedri abbiamo stimato di doverci ancora 
allontanare tanto da Euclide quanto da Legendre. Il primo mette per de- 
finizione die un ^iano è perpendicolare ad un altra, se qualunque retta 
condotta in un» di essi piani pcrpdiJicolarraente alla loro comune inter- 
sezione, riesca pure perpendicolare all’altro piano. Euclide in questo ca- 
so ha assunta come evidente la Uguaglianza degli angoli diedri adiacenti. 
Noi abbiam data una definizione analoga a quella che trovasi nella geo- 
metria piana intorno ad una retta parpen ticolare ad un’ altra; c della 
definizione euclidea ne abbiamo fatta un teorema. Di più , Euclide assegna 
in un’altra definizione il modo di valutare l’ inclinazioni: di due piani, 
ossia ci dà una definizione in luogo di un teorema, clic Legendre ha di- 
m istrato esattamente. Si direbbe, se non si avesse riguardo ai tempi , 
elio il geometra greco possedeva mezzi di scienza comodissimi , a meno 
ebo Teone non avesse anche qui corrotto il testo genuino, secondo l’opi- 
nione di coloro die vogliono' trovare ad ogni costo la perfeziono nella 
infanzia della gcomclria. E si noti ancora cho i tre teoremi che dimo- 
stra Euclide intorno ai piani perpendicolari fra loro, si trovano disposti 
iu un molo singolare; poiché l’ultimo bisogna andarlo a cercare nella 
teorica dei prismi, cioè nella proposizione 33 del libro undecimo! 

Abbenchè Legendre abbia supplito ai mancamenti euclidei dando una 
teorica esalta ed esplicita degli angoli diedri, pure nop abbiamo creduto 
«li doverlo seguire alla pedata ; poiché egli riduce la teorica dei piani 
perpendicolari alla misura dell’ angolo formato da due piani , , e cosi va 
per altra strada incontro allo stesso difetto che trovasi in Euclide , cioè 
quello di trattare la teorica dei piani 'perpendicolari in un modo lutto di- 
verso d iti’ «Uro tenuto per lo rette perpendicolari fra loro, senza alcuna 
ueeesiiU . E ora provato clic un gran numero di proposizioni di geometria 
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piana nfin tono che cali particolari di proposizioni più generali contenute 
nella geometria solida, per cui quando si può, si devo conservare l’ana- 
logia ch’esiste fra le due parti dalla stessa scienza, perchè cosi questa 
si apprende più facilmente, e più difficilmente si dimentica. Relativamente 
agli angoli diedri trovasi da noi aggiunta qualche proposizione che non è 
in Legendre , e ciò era necessario nel sistema che abbiamo seguito. 

6. La teorica degli angoli solidi è stata da noi esposta largamente , 
perchè sopra di essa poggia tutta la teorica dei poliedri. Euclido si li- 
mita a dimostrare che in ogni angolo solido triedro la somma di duo an- 
goli piani qualunque é maggiore del terzo, e che la somma degli angoli 
piani costituenti un angolo solido qualunque è minore di quattro angoli 
retti. Ciò fatto, risolve in un modo complicatissimo il problema in cui 
si tratta di costruire un angolo solido triedro , essendo dati i suoi tre 
angoli piani; indi in mezzo alla teorica dei prismi insegna a risolvere 
quest’ altro problema: essendo data una linea retta ed un punto in essa 
costruire un angolo solido uguale ad un altro dato; finalmente dopo multe 
proposizioni ed anche in mezzo alla teorica dei prismi dimostra un altre 
teorema intorno agli angoli solidi. Chiunque avrà la pazienza di leggere 
il lib. XI di Euclide, noi già restaurato dai moderni, ma come trova- 
si nelle eccellenti traduzioni del Commandini , del Viviani, e del Pcjrard, 
vedrà subito che la dottrina degli angoli solidi del greco geometra è monca, 
disordinata , e mostra a chiare note che la scienza era allora nascente. 

I commentatori di Euclide da quanto egli dice in proposito, avevano con- 
cepita una idea cosi imperfetta di tale teorica che il dottissimo Clavio 
giunge a stabilire come evidente clie due angoli solidi qualunque sono u- 
guali allorché sono composti di ugual numero di angoli piani uguali cias- 
cuno a ciascunol Roberto Simson fu primo ad avvedersi di queste inperfe- 
zioni , e diede i primi elementi di una teorica esatta degli angoli solidi; ma 
nell' assegnare i caratteri deila uguaglianza di questi angoli gli sfuggi il 
caso della uguaglianza per simmetria, e lasciò al Legendre la gloria di 
perfezionare la teorica accennata. Noi ci siamo sforzali di mettere in piena 
luce lo poche idee ebe dà Legendre intorno agli angoli simmetrici, ed ab- 
biamo aggiuulc più proposizioni che non si trovano nel testo di questo 

- geometra, essendosi egli limitato a ciò che ora necessario nel sistema 
.da lui seguito. 

L’ estensione da noi dola alla teorica degli angoli solidi triedri serve- 
non solo ad esporre chiaramente , e come in un quadro la teorica dei po- 
liedri , ma serve ancora a ridurre la teorica dei triangoli sfrrier ad una 
granile semplicità e chiarezza. Reci procacci ita la dottrina dei triangoli 
accennali rende facilissima la dimostraziane di alcune proposizioni rela- 
tive agli angoli solidi triedri. Abbiamo stimato poi di rimettere alla Uno 
della geometria solida , dove si parla de’ triangoli sferici, la risoluzione di 
alcuni problemi relativi alla costruzione di un angolo solido triedro, allor- 
ché sono dati Ire dei suoi clementi, perchè la risoluzione di questi pro- 
blemi è importante principalmente per la dottrina dei triangoli sferici. 

7. La geometria solida può concepirsi divisa in Ire parli; la prima 
riguarda i piani c gli angoli solidi, la seconda i poliedri, la terza i 
tre corpi rotondi. Fin qui abbiamo parlatodclla prima parte, diremo ora 
della seconda. Stando alla massima più sopra mentovata; cioè che gli 
oggetti complicali devono essere presentati a gruppi, quando si voglia 
tarli conoscere agevolmente ; e volendo da un’ altra parte evitare F in- 
conveniente di dare una filza di proposizioni intorno ai poliedri , ab- 
biamo esposto da principio la genesi di questi solidi, e quelle proposizioni 
che riguardano certe proprietà particolari ad alcune specie di e*6Ì, ed 

I anche qual che proprietà applicabile a lutti i puledri , affinchè si potesse 
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acquistare idea esatta delta loro costituzione geometrica prima 8i para- 
gonarli insieme. K qui (rosasi -una inarcata corrispondenza fra la teorica 
delle figure piane rettilinee, da noi esposta nella geometrìa piana, e quella 
delle ligure solide terminate da figure piane rettilinee , come sarà facile 
osservare facendone il confronto con qualche attenzione. 

8. Venendo in seguilo al paragone dei poliedri fra loro , l’ordine na- 
turale delle idee richiedeva che le proposizioni relative ad un siffatto 
confronto fossero state distinte con capitoli separati , nei quali si pariamo 
dei poliedri uguali, dei poliedri equivalenti, dei poliedri simili, dei polie- 
dri simmetrici , e finalmente dei poliedri regolari. In questo modo tutta 
la dottrina dei poliedri trovasi cn-poscritla, e quantunque negli elementi 
una siffatta dottrina non possa esporsi in tutta la sua estensione, pure è 
necessario che lo studente conosca tutti i diversi aspetti sotto i quali vuol 
essere considerata , altrimenti mancheranno nelle idee i punti di contatto 
immediato, ed esse riesciranno inadequate. Operando in tal guisa ci é 
sembrato non solo di aver stabilita la corrispondenza fra le figure piane 
ed i Solidi terminati da queste figure, ma ancora di avere evitato l* in- 
conveniente che trovasi in Euclide , ed anche in Legendre , ed in altri 
autori, dove o non si parla affatto, o appena si fa menzione de’ poliedri 
uguali, onde sembra che questi sleno inutili a considerarsi. Parimente si 
evita l’ inconveniente , in cui , almeno secondo la nostra corta maniera 
di vedere, i incorso il dottissimo signor Lacroix , il quale per amore di 
brevità ha proscritta dagli elementi la teorica ilei polied-i simmetrici, 
mentrechè questa, secondo dice egli stesso, getta la più gran luce su tutta 
la dottrina dei poliedri, e di più costituisce un caso tutto proprio della geo- 
metria a tre dimensioni. 

9. Con le norme sopraccennate essendosi stabiliti i capitoli, ebe dove- 
vano contenere la teorica dei poliedri , sarebbe stata facile 1’ esposizio- 
ne di essa, se avessimo voluto comporre quei capitoli con le proposizioni 
conosciute disponendolo in uu ordine più o meno felice; ma qui tratta- 
vasi di dover esporre una vasta dottrina in poche pagine, coerentemen- 
te al nostro scopo, e ciò non si poteva eseguire cen i mezzi conosciuti. 
Quindi concepimmo il pensièro di ridurre la teorica dei poliedri ad un 
solo principio cioè alla teorica delle piramidi triangolari, osservando ebe 
nella geometria piana la teorica dei poligoni si riduce in ultima anali- 
si a quella dei triangoli ; e tanto più ci cvnfermavamo in siffatto pensie- 
ro e no aspettavamo brevità e facilità singolare, in quanto ebe dalla teo- 
rica degli- angoli triedri nel modo da noi esposto a quella delle pirami- 
di triangolari non v’ era che un passo a fare chiudendo 1’ angolo triedro 
con un piano. Laonde non solo manlenevasi la filiazione delle idee, ma 
ancora le verità trasformavansi le une nelle altre quasi con un semplice 
cangiamento di nomi; ed olire a ciò un gran numero di diffìcili teoremi 
si sarebbero ridotti a semplici corollari, che bastava enunciare. * 

10. Ma questa idea cosi semplice, considerata astrattamente, presenta- 
va nel metterla in alto le più grandi difficoltà; poiché conveniva, nien- 
temeno, abbandonare totalmente il cammino tracciato da Euclide , e se- 
guito da tutfi i geometri rigorosi , non escluso lo stesso Legendre , cui 
« dovuto in gran parte il perfezionamento dulia dottrina dei poliedri. In 
fatti, si sa che questa dottrina in Euclido, ed anche iu Legendre, ridu- 
cesi quasi tutta a quella dei poliedri equivalenti. Or per ridurre siffatta 
teorica a quella delle piramidi triangolari, e far divenire semplici corol- 
larj quasi tulli i teoremi relativi ai parallelepipedi , bisognava stabilire 
U equivalenza delle dette piramidi indipendentemente dai -teoremi accen- 
nati; il che non poteva favi su iza ricorrere a certe vaghe forme di ragio- 
namento, che troransi in Caravelii, iu ÌViocotù de Martino, in Bczout, eoe, 
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ed alle quali ai di impropriamente il nome di metodo degl' infinitamente 
piccoli; e ciò noi non volevamo fare, dappoiché il metodo genuino degl’ in- 
finitamente piccoli, come vedremo in appresso, dev’essere adoperato sola- 
mente in quelle proposizioni, nelle quali si deve tener conto della natura 
della Noea circolare, non facendo gli altri metodi usati altro che I' uffizio 
di mascherare il passaggio dal finito all’ infinito senza però evitarlo real- 
mente. Conveniva dunque rassegnarsi, e seguire la strada battuta da secoli 
a fine di conservare il rigore geometrico, che 6 la condizione *int qua 
non di chi scrive in matematica; ed allora non valeva la pena di scrivere 
nn Catechismo di geometria solida nel senso che noi attacchiamo a questa 
parola, cioè quello di esporre la scienza in modo facile e breve, ma 
esalto, poiché 1’ opera non avrebbe corrisposto al titolo. 

ri. Ridotti a questa estremità fummo sul punto di abbandonare il la- 
voro; ma l’ idea da noi concetta era troppo seducente per farci risolvere 
a metterla da parte senza cercare qualche altro mezzo di conseguire il 
nostro intento senza ledere il rigore geometrico. Dopo molti tentativi ci 
nacque il sospetto clic la eccessiva venerazione per Euclide avesse anche 
qui prodotti i suoi tristi effetti , ed avesse persuaso a geometri valentis- 
simi di lasciare intatto il sistema euclideo senza sottoporlo a rigido esa- 
me, cedendo in questa importante circostanza all’ antiquato pregiudizio 
di molti che pensano esser uscita la geometria dal cervello di Euclide 
cosi perfetta come Minerva da quello di Giove I Quindi tentammo tutte 
le vie possibili por arrivare a dimostrare che due piramidi triangolari 
sono equivalenti quando hanno basi equivalenti ed altezze uguali, senza 
I’ intervento del prisma triangolare; ma invano, perché le dette piramidi 
hanno tal forma che non possono paragonarsi fra loro direttamente senza 
I* indispensabile ajut» del prisma triangolare , il quale da una parte ha 
il vantaggio di una forma regolare, mentre dall’altra si decompone ap- 
punto iu tre piramidi triangolari equivalenti. Non potendo evitare I’ in- 
tervento di questo incomodo ausiliario, clic posto tra mezzo alla pira- 
mide triangolare ed al parallelepipedo é un prodotto ibrido necessario 
della terza dimensione , bisognava cedere alla necessità in questa circo- 
stanza, il che rovinava tutto il nostro progetto. Ma infine vedemmo cho 
«e in luogo del prisma triangolare obliquo adoperato da Euclide, c dagli 
altri geometri , si avesse potuto dimostrare I’ equivalenza delle piramidi 
triangolari coll’ ajulo del prisma triangolare retto, allora la teorica dei 
parallelepipedi avrebbe perduta quella complicazione, che la rende diffi- 
cile. Questa idea essendo riuscita perfettamente, se non andiamo errati, 
la teorica dei poliedri equivalenti ha acquistato un grado di semplicità 
e di brevità inaspettata. Per convincersi di ciò basterà osservare il modo 
col quale abbiamo dimostrato che ogni parallelepipedo si può scomporre 
in due prismi triangolari equivalenti. Questa proposizione è la 28 del 
Lib. XI di Euclide, el é imporlantantissima, perchè su di essa poggia 
la misura dei volumi dei poliedri, ossia la parte principale di tutta la 
geometria solida. Or il geometra greco non 1’ ha dimostrata, perchè la 
fa dipendere dalla definizione io del Lib. XI. Roberto Simson fu primo ad 
alzar la vot e contro questa definizione , dicendo che era un teorema da 
doversi dimostrare, ed al suo solilo attribuì a Teone di averlo messo in 
luogo di una definizione. Quindi egli tentò di dimostrare la proposizione 
s8 di Euclide, ma disgraziatamente cavò conseguenze al di là delle premes- 
se ,’ per cui il nostro restauratore in fine dei conti fece peggio dello stesso 
Euclide, il quale almeno non errò nelle conseguenze. Euclide pose come 
evidente il teorema enunciato nella definizione io del Lib. XI: né di ciò 
vogliamo fargliene un carico, perchè, coma abhiam già detto, in quel 
tempo la scienza era nascente; ma si deve esser meravigliati clic un geo- 
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metra Talentiamo , qual era Roberto Simson, sostenendo la perfezione 
della geometria antica, e volendo darcela come usci dalle mani dei greci, 
Fecondo il suo modo di pensare, non ci diede molte volle che errori. Legen- 
drc con dimostrare esattamente la propesizione *8 sopraccennata fu il vero 
restauratore di Euclide, o per meglio dire fece progredire la scienza la- 
sciata imperfetta da quel geometra. Questa dimostrazione del Legendre è 
stata adottata lìnanco da alcuni moderni restauratori di Euclide, non aven- 
do trovato niente di meglio da poter mettere in suo luogo; nondimeno 
essa è bastantememente complicata, e noi non ne abbiamo avuto bisogno. 

m. Il capitolo cbe riguarda i poliedri uguali contiene le proposizioni pu- 
ramente necessarie. Il teorema intorno a questi poliedri enuuciato nella de- 
finizione io del Lib. XI di Euclide , cioè, cbe due solidi sono uguali e si- 
mili , quando sono compresi da un medesimo numero di piani uguali e 
simili ciascuno a ciascuno, fortunatamente non è necessario negli clementi. 
Roberto Simson sostiene cbe questo teorema considerato in tutta la sua 
generalità non è vero, e fa a tutti i geometri il rimprovero di essersi 
ingannati in una cosa elementare. Legendre ba fatto vedere con argomenti 
senza replica cbe Simson aveva ragione se si trattava di poliedri ad an- 
goli rientranti . ma clie il teorema era vero per i poliedri convessi , cbe 
sono appunto quelli considerati negli elementi. Purtuttavolta la dimostra- 
zione fattane da Caucliy, e clic può leggersi in una nota alla geometria 
di Legendre, fa spavento, per la sua lunghezza e difficoltà, ed intanto 
Euclide aveva assunto un sdrailo teorema come una definizione! Egli è 
vero cbe Legendre dà valide ragioni per attenuare una così grave accusa 
fatta al geometra greco dal Simson, cbe è stato il più grande panegirista 
degli Antichi; ma da quelle medesime ragioni si deduce in modo irre- 
fragabile che la geometria solida di Eucliilc vacilla nelle sue fondamen- 
ta; e perciò Simson. pensò a restaurarla, cioè a rattopparla alla meglio, le- 
vando e mettendo ciò che volle, od introducendo in essa anche qualche 
guasto più grande di qurllo die trovavasi nel testo greco, come più so- 
pra abbiam visto. Finalmente diede ragione di questo rimpasto attribuen- 
do, come più volte abbiam osservalo , a Teone di aver corrotto il testo ge- 
nuino di Euclide. E qui si noti cbe, secondo il Simson, Teone avrebbe 
prodotto i suoi guasti precisamente uci luoghi più dilicati e difficili della 
scienza,' supposti perfetti nel tes:o di Euclide, mentre venti secoli dopo 

10 stesso Simson è caduto in errore avendo voluto parlare di questi argo- 
menti in un tempo in cui la scienza non era ancora in possesso dei dati 
necessarj per poterli esaminare come si conveniva. Dicendo queste cose 
non intendiamo far onta alla memoria del Simson , cui è dovuta la più 
meritala gratitudine per essere stalo il primo a notare le inesattezze, eil 

11 disordine cbe deturpano la geometria di Euclide; c forse l’aver data a 
Teone la colpa di lutti questi mancamenti fu un ingegnosa ritrovato dello 
stesso Simson per far ricevere le sue osservazioni dagli ammiratori passio- 
nali degli antichi geometri. 

i3. Nella teorica dei poliedri simili abbiamo adottata la definizione del 
Simson in luogo di quella ilei Legendre, senza metterci in pena clic 
contenesse condizioni superflue , e ciò a fine di conservare nella espo- 
sizione di questa dottrina l'andamento tenuto in quella delle figure piane 
rettilinee simili. Laonde , se non andiamo errali , ci sembra di aver es- 
posta la teorica dei poliedri simili in modo assai più facile, c forse ua 
poro più completo di quello che ha fatto lo stesso Legendre. Di Euclido 
non parliamo, perchè in esso appena trovasi qualche cenno di delta teo- 
rica , riducendosi quasi lutto a uimoslrare che i parallelepipedi c le pira- 
midi simili sono in ragion triplicata dei lati omologhi. 

>4. Stando sempre alla idea principale, cioè quella di ridurre i polic- 
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dri allo piramidi triangolari, abbiala dovuto allontanarci da Legendre net 
capitolo api poliedri simmetrici, nbbencbè egli aia stato il primo a farli 
conoscere. Infatti, la maniera tenuta da Legendre nel considerare i po- 
liedri simmetrici sempre rispetto ad un piano, non poteva adattarsi a quella 
nostra idea; di più, l'intervento del piano, almeno secondo il nostro de- 
bole intendimento, nasconde il cammino tenuto dal celebre geometra per 
ginngerc ad una si bella scoperta : o però avviene che le tre proposi- 
zioni , in cui l’ inventore racchiude l'argomento, riescono diffìcili ad ap- 
prendersi, difiìcoltA , per altro', che viene accresciuta dall’ esser le sud- 
dette proposizioni disseminate in diversi luoghi del Lib. VI , e non rac- 
colte in un capitolo separato come noi abhiam fatto. Con ciò non intendia- 
mo di censurare il sistema tenuto da Legendre nella esposizione della sua 
scoperta, perchè l'inventore di nuove cose ha il diritto di presentarle come 
meglio £li aggrada, tanto più che Legendre ha lavorato sul tipo euclideo, 
e non si era proposto sicuramente di ridurre la teoria dei poliedri ad un 
Solo principio dominante, cioè quello della piramidi triangolari. Purtutta- 
volta la maniera ingegnosa con cui Legendre considera i poliedri simme- 
trici non doveva essere trascurala ; c però ei siamo sforzati di farla co- 
noscere pienamente. Per tutte queste ragioni la teorica dei poliedri sim- 
metrici contiene più proposizioni di quella del Legendre; ma , se non c’il- 
ludiamo , ci sembra che non solo ci sia riuscito di farla dipendere dalle 
piramidi triangolari , ma che fluisca ancora spontanea e chiara. 

15. Niente diremo intorno ai poliedri regolari, rimettendoci alle osser- 
vazioni fatte nel capitolo in cui si fa parolu di essi poliedri. Epperò pas- 
seremo alla terza parte della geometria solida, cioè ai tre corpi rotondi. 

16 . Euclide ha dimostrato nel Lib. XII alcuni teoremi relativi al cer- 
chio ed ai corpi rotondi senza alcuna considerazione dell’ infinito. 

Le sue dimostrazioni sono di una grandissima evidenza; e bisogna con- 
fessare niente esservi di più elegante quanto il ragionamento eli’ egli ap- 
plica a questi casi, il quale consisto nel provare clic la quantità da va- 
lutarsi non potrebbe essere nè maggiore nè minore del valore che egli 
le assegna. 

E con questa forma di ragionamento, cui si dà il nomo di metodo di 
adustione, Euclide ha dnto ai teoremi sopraccennati lutto il rigore es- 
senziale alla geometria. Il greco geometra fa uso dei soli poligoni rego- 
lari iscritti nel cerchio; e per conseguenza dei soli poliedri iscritti nei tri- 
corpi rotondi , senza introdurre alcun principio ciic non trovisi già adope- 
rato nei libri precedenti il XII. Quindi se i teoremi scoperti da Archimede 
intorno alla misura del cerchio ed ai corpi rotondi si potessero dimostrare alla 
maniera euclidea, converrebbe senza alcun dubbio attenersi a questa, c pro- 
scrivere tutte le altre ; dappoiché, come ahbiam detto, riunisce al rigore 
estremo del ragionamrnto il vantaggio di evitare la considerazione dell’ in- 
fluito. Ma disgraziatamente con i mezzi adoperati da Euclide appena si ar- 
riva a dimostrare che i cerchi stanno come i quadrati dei diametri, che lo 
sfere stanno come i cubi dei diametri, che il cono è la terza parte del ci- 
lindro della stessa base c della stessa altezza; c finalmente che i cilindri si- 
mili stanno in ragion triplicata degli assi o dei diametri delle basi corri- 
spondenti: vale a dire, che facendo uso delle sole ligure iscritte nel cer- 
chio, e nei corpi rotondi non si possono dimostrare i teoremi scoperti da 
Archimede intorno alla misura del cerchio, ed a quella delle superficie e 
dei volumi dei tre corpi rotondi ; ed in fatti Euclide non potè giungere 
neanco a dimostrare che le circonferenze stanno come i raggi o come 
i diametri. Da un’altra parte se si suppongono i teoremi di Archimele, 
quelli dimostrati da Euclide intorno ai corpi rotondi non sono che semplici 
semplicissimi corollari; per conseguenza il Lib. XII di Euclide, benché am- 
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mirabile per ka esattezza delle dimostrazioni, dir iene perfettamente fruttile. 
Che dunque dorrà pensarsi della usanza materiale invalsa per sì lungo tempo 
nelle scuole, e clic tuttavia si mantiene in alcune di esse, cioè di obbli- 
gare lo studente di Matematica ad imparare i due libri della geometria 
solida di Euclide, l’undecimo, ed il dodicesimo, e dopo questi passare a 
studiare i teoremi di Archimede , e di più senza le dimostrazioni di Ar- 
chimede? Noi lasrercmo a chi legge il giudizio intorno ad una siffatta 
maniera di pensare. Ma si dirà: perchè non si possono dimostrare i teo- 
remi di Archimede col metodo di esaustone adoperato alla maniera eu- 
clidea? Perchè nei teoremi accennali si dere tener conto della natura della 
linea circolare, ossia si dere passare dalle linee rette alle curve, e questo 
passaggio presenta una difficoltà grandissima, qual è quella del passaggio 
del finito all'infinita. Nei teoremi dimostrati da Euclide si tratta di rap- 
porti, che si possono assegnare senza toccare alla natura della linea cir- 
colare: poiché dipendono dal principio che si può iscrivere in un cerchio 
un poligono regolare che differisca dal cerchio stesso di una quantità 
minore di qualunque data. Euclide si è arrestato a questo principio, che ha 
perfettamente dimostrato, e niente ha pronunzialo intorno al perimetro 
del poligono rispetto alla circonferenza. Archimede per andare al di là 
non solo fu obbligato di entrare in questa nuova considerazione , ma 
ancora di far intervenire le figure circoscritte, altrimenti nella misura 
del cerchio, ed in quella delle superficie e dei volumi dei corpi roton- 
di non avrebbe potuto usare la. forma del ragionamento adoperato da Eu- 
clide, la quale, come dicemmo, è rigorossima. Dunque il geometra di 
Siracusa perfezionò il metodo di esaustone, e cominciò dove Eucli- 
de aveva finito, cioè dimostrò una serie di nuovi e mirabili teoremi, 
che hanno fatto l'ammirazione dei geometri antichi e moderni. Si po- 
trà acquistare l’ idea esatta del metodo di esaustone perfezionato da Ar- 
chimede leggendo la sua dimostrazione intorno alla misura del cerchio , 
da noi riportata nella geometria piana. 

17. Purtuttavol ta , l’ intervento delle figure circoscritte necessario per 
dimostrare i teoremi, di cui è parola, presentava una gravissima difficoltà 
che arrestò ■ passi di Euclide , cioè quella di dover dimostrare che la cir- 
conferenza è maggiore del perimetro del poligono iscritto, e minore del 
perimento del poligono circoscritto ; dal che poi si ricava che la superficie di 
un corpo rotondo è maggiore di quella del poliedro iscritto, e minore di quella 
Ael poliedro circoscritto. Archimede stabili questo principio come evidente; c 
però, scsi prescinda da tal novità, le sue dimostrazioni sono tanto esatte 
quanto quelle del Lib. XII di Euclide; ma la loro lunghezza e complicazione 
le ha fatte da gran tempo bandire dagli elementi di geometria. 

18. Dalle cose fin qui esposte risulta manifesto che per ottenere lo scopo 
che ci eravamo proposto, cioè la più grande semplicità c brevità possibile, era 
necessario che nella teorica dei corpi rotondi avessimo messo da parie le di- 
mostrazioni lasciateci da Euclide, e da Archimede, c ci fossimo rivolti lotil- 
inente a quelle dei geometri moderni. Ma quali scegliere Ira queste? 

Legendre ha preferito di attenersi alle dimostrazioni fatte da Maurolico , 
geometra Siciliano , nel suo comento alle opere di Archimede. Maurolico 
si vale di un mezzo ingegnoso indicato da Euclide (Lib. XII,prop. 16), 
ed è che, essendo date due circonferenze concentriche si può iscrivere 
nella maggiore un poligono regolare che non incontri la minore, e recipro- 
camente circoscrivere alla minore un poligono regolare che non incontri la 
maggiore j. Con questo mqzzo il geometra di Messina arriva a rendere assai 
più semplici le dimostrazioni di Archimede: ma si noti bene che quantunque 
egli si appoggi ad una proposizione di Euclide , pure questa gli serve sola- 
mente per abbreviare le dimostrazioni di Archimede, poiché egli ha bisogno 
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del nuova principio introdotto da questo geometra; in guisa che Maurolico 
non adopera il metodo di esaustione alla maniera di Euclide, ma alla maniera 
di Archimede, evitando però i giri e le lungherie delle dimostrazioni. Ma a 
malgrado di queste ahhreviazioni , bisogna confessare che la maniera tenuta 
da Maurolico ha il difetto notabile di una uniformità clic confonde c stanca; c 
quantunque abbia il vantaggi di parlare agli ucchi , pure le dimostrazioni 
latte con un tal metodo non sono senza replica , corno quelle di Euclide; ed 
oltre a ciò il giro del ragionamento , non mollo lungo, ha un so che di tor- 
tuoso che rende le proposizioni difficili ad apprendersi, ed a ritenersi. Ed 
ecco perché le dimostrazioni di Maurolico non sono state comunemente adot- 
tate. 

19. Lacroix, ed altri dotti geometri moderni , si sono appigliati al cosi 
detto metodo dei limiti nella teorica dei corpi rotondi. Questo metodo non è 
in sostanza, se ben vi si ridetta , che lo stesso metodo di esaustione, ma sce- 
vro delle sue complicazioni e lungherie ; -poiché il giro astratto del ragiona- 
mento che in esso si adopera si riduce sempre ad alcuni principj generali an- 
ticipatamente stabiliti , come sarebbe , per esempio, che due grandezze inva- 
riabili sono uguali fra loro quando si può provare che la loro differenza è al 
di sotto di qualunque grandezza data. Ma un dal metodo, oltre di avere lo 
svantaggio di non parlare agli occhi come i metodi precedenti, il che non 
sarebbe stata per noi una grave difficoltà, ha pure bisogno della considerazio- 
ne delle ligure iscritte e circoscritte, e però suppone anche il principio di Ar- 
chimede, che come vedremo forma lo scoglio di queste dimostrazioni. Non ci 
restava dunque altra via che quella di ricorrere al cosi detto metodo degl'in- 
finitamente piccoli-, poiché le dimostrazioni fatte con questo metodo non hanno 
bisogno del principio di Archimede; e perciò sono brevissime, s’ imprimono fa- 
cilmente nella memoria, e di più conservano le tracce della invenzione. Mal- 
grado questi preziosi vantaggi ci spaventava l’idea di dover introdurre negli 
clementi la considerazione dell’infinito, che da gran tempo é stata proscritta 
dai libri elementari come inesatta. Ma l’autorità in fatto di matematiche non 
ha alcun valore; per cui volemmo esaminare se le dimostrazioni latte cogl’in- 
iinitamento piccoli erano state sbandite a ragione. Uopo lunghe meditazioni 
vedemmo alla line che del metodo degl’ infinitamente piccoli si era fatto abuso 
da alcuni geometri elementisti come Caravclli, de Martino, Rczout , ccc.. che 
se fosse stato limitato alla misura del cerchio ed a quella dei corpi rotondi . e 
fosse stato inoltre adoperato come si conveniva, si sarebbe ottenuta con siffatto 
metodo non solo una brevità nelle dimostrazioni, tutta propria di esso, ma an- 
cora la stessa esattezza di quelle fatte col metodo di esaustione maueggiat > 
non ulta maniera di Euclide, ma a quella di Archimede; poiché, riprtiamo.se i 
teoremi di questo geometra si potessero dim strare nel modo euclideo, si do- 
vrebbe mettere da parte qualunque altro metodo. Non ostante siamo certi che 
la nostra proposizione, benché cosi limitata, sembrerà a taluni per lo meno un 
paradosso; noi siamo però avvezzi a provare ciò che diciamo , onde produr- 
remo qui appresso le ragioni che ci hanno persuasi ad adottare l’opinione 
enunciata. 

20. In tulli i metodi summcnlovali che si considerano generalmente come 
rigorosi , se ben \i si rifletti, si ritrova lo stesso fondo d' idee per evitare 
la considcr. z ano dell' infinito; poiché sempre convicn dimostrare che più le 

•figure iscritte c circoscritte si avvicinano alla figura curvilinea intermedia , 
e p ù la loro misura si avvicina a quella che si assegna a questa figura ; in 
guisa clic l’i leu dominante é sempre quella di dimostrare che la figura curvi- 
linea é il limile delle figure iscritte c circoscritto. Quindi nella applicazione 
di quei melodi alla misura del cerchio, c per conseguenza ai tre corpi roton- 
di , il cerchio vien considerato come il li -uile dei poligoni regolari iscritti 
e circoscritti : questa i Ica è naturale ed ingegnosa a un tempo, m.i cs>u sola 
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non sarebbe sufficiente a far editare la comiderazione dell’ infinito , cioè 'la 
considerazione del cerchio come poligono di un numero infinito di lati, senta 
l’ajuto del principio di Archimede, col quale si stabilisce che la circonferen- 
za è minore del perimetro del poligono circoscritto , ed è maggiore del 
perimetro dell’ iscritto , come più sopra abbiamo già osservato. Dunque 
tutta la quistione si riduce a vedere se il principio introdotto da Archi- 
mede sia solidamente stabilito; poiché, come ognun vede, nel caso 
affermativo la considerazione dell’ infinito , qualunque siansi i vantaggi 
che possa produrre in quanto alla brevità delle dimostrazioni , dovrà es- 
sere inesorabilmente bandita dagli elementi di geometria. Or Archimede 
pose il suo principio come evidente , ma è tale effettivamente , almeno 
per ciò che riguarda il perimetro del poligono circoscritto? No certamente 
ed è questa 1’ opinione generale dei geometri moderni , e forse ancora 
degli antichi. Infatti è più che probabile che Euclide non abbia voluto 
ammettere neanco come evidente che la circoferenza è maggiore del pe- 
rimetro del poligono iscritto, dappoiché questo severo geometra non volle 
ammettere senza dimostrazione che in un triangolo un lato qualunque 
è minore della somma degli altri due ; or si giudichi se avrebbe ammes- 
so il principio di Archimede preso in tutta la sua generalità? Oltre a 
ciò gii altri geometri greci non tutti ammisero come evidente il princi- 
pio , di cui è parola , e ne abbiamo la prova di fatto in Eutocio , il 
quale tentò di darne una dimostrazione rigorosa , ma inutilmente. Di 
più niun geometra moderno accurato , che ha scritto intorno agli ele- 
menti di geometria , si è permesso di far uso del principio di Archi- 
mede senza averne prima data la dimostrazione ; come può vedersi ne- 
gli scritti di Bertrand di Ginevra , di Legendre , di Lacroix , ecc. . . 
Noi esamineremo in appresso il merito di queste dimostrazioni ; per ora 
ci basta dedurne che il principio di Archimede non può essere ammesso 
senza dimostrnz'one. Ma si dirà senza alcun dubbio : i teoremi di Ar- 
chimede desiarono l’ammirazione dei geometri Antichi, ed anche quella 
dei più grandi geometri moderni , duuque il principio fondamentale su 
cui poggiano le dimostrazioni di tali teoremi , dovette essere ammesso 
senza replica ; ed infut.i il sommo Leibnitz fa il più grande ed il più 
meritato elogio del metodo di Archimede , senza muover alcun dubbio 
su la esattezza del suo principio. Qui si potrebbe dire che 1’ autorità non 
vale in fatto di Matematica ; ma senza ricorrere a questa massima in- 
concussa . si potrà rispondere come segue. Gli Antichi ammisero , ben- 
ché non tutti come evidente , o per meglio dire , come vero il princi- 
pio di Ar. liimcdc perchè videro che volendolo dimostrare si doveva ve- 
nire a considerazioni nelle quali si doveva tener conto della natura della 
curva circolare , ossia si sarebbe andato incontro all’ infinito, eh’ essi non 
volevano in alcun modo introdurre nella scienza. Quindi considerarono 11 
principio accennato corno 1’ unico concetto possibile espresso in quantità 
finite, a cui si doveva assolutamente ricorrere in tutte quelle qui«lioni , 
nelle quali si trattava del passaggio dal finito all’ infinito. Le splendide 
scoprrte fatte dal sommo geometra di Siracusa col metodo di esaustione 
da esso perfezionato, contribuirono potentemente a toglier loro qualun- 
que dubbio intorno al principio in quistione. Oltre a ciò gli Antichi cra- 
«o già avvezzi a considerare alcune difficoltà della scienza sotto questa 
punto di vista. Infatti , prima assai del principio di Archimede essi ave- 
vano ammesso il principio degli ugualmente moltiplici nella teorica delle 
ragioni c proporzioni senza dimostrazione , perchè non vi era altro mezza 
.p** - superare , almeno in apparenza , la difficoltà che nasco dalla natura 
steli’ infinito, il quale entra sempre, sia esplicitamente, sia 'implicitamente 
nel passaggio dui coinoicnsurabdc all’ incommensurabile. Gli ant chi vo'e- 
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tuo nella geometria concetti , per dir coti , palpabili ; a saggiamente, 
poiché la «elenca era nascente , per cui dovevano tenerti lontani dalle emi- 
nente astratte di essa ; ma nei nostri 'tempi la cosa è ben diversa. Quindi 
siccome è stato proscrìtto il principio degli ugualmente moltiplici , e si è 
considerato a riso scoperto il commensurabile , e l’ incommensurabile nei 
moderni elementi di geometria , con grande vantaggio degli studiosi , cosi 
pure si dovrà mettere da parte il principio di Archimede, a meno ebe non 
sene dia nna dimostrazione esatta; del ebe parleremo in appresso. In quanto 
poi a Leibnitz le cose fio qui dette bastano a far vedere ch’egli aveva pene- 
trato nel fondo dell’ idea che indusse Archimede a stabilire il suo principio, 

• però vide che in luogo di questo non si poteva metter altro che la con- 
siderazione dell’ infinito ; ma egli non si sarebbe sicuramente arrischiato a 
proporla negli elementi di geometria, poiché avendo, come si sa, ba- 
sato sopra di essa il Calcolo Differenziale , gli si mosse contro una acerba 
«erra dagli appassionati ammiratori degli Antichi , quantunque avesse 
folto con quel Calcolo prodigj tali che tutte le scoperte degli Antichi si ridu- 
eevano a un giuoco. 

Ma volendo mettere fuori di ogni dubbio la necessità di dimostrare il 
principio di Archimede , ecco un ragionamento che ci sembra invin- 
cibile. 

Bertrand di Ginevra ha dimostrato , come vedremo in appresso , rigoro- 
samente che in un cerchio si può iscrivere un poligono regolare e si può 
circoscrivere uu poligono simile all’ iscritto , in guisa ebe la differenza dei 
perìmetri dei due poligoni risulti minore di qualunque quantità data , per 
quanto piccola si voglia: Or é noto che raddoppiando il numero de’ lati di un 
poligono regolare iscritto , il suo perimetro va sempre crescendo, nientrechè 
al contrario raddoppiando i lati di un poligono regolare circoscritto, ii peri- 
metro di questo poligono va sempre diminuendo a misura che si avvicina alla 
circonferenza intermedia , e si sa inoltre che il perimetro del poligono cir- 
coscrìtto resta sempre maggiore del perimetro dell’ iscritto. Ciò posto , 
ammettendo come evidente ( il che potremmo negare ) che la circonfe- 
renza è maggiore del perimetro del poligono iscritto , risulterà manifeste 
dalle cose precedenti che la circonferenza medesima potrebbe esser forse 
maggiore anche del perimetro di qualcuno di quei poligoni circoscritti 
che risultano dal raddoppiare di continuo il numero dei lati del primitivo 
poligono circoscrìtto, poiché da una parto la circonferenza non varia di 
grandezza e si mantiene sempre maggiore del perimetro del poligono 
iscritto, e da un’altra parte il perimetro del circoscritto va diminuendo 
e può arrivare a differire da quello dell’iscritto al di sotto di qualunque 
quantità data ; dunque il dubbio è manifesto , ed allora anche accordando 
la prima parte del principio di Archimede, non ti potrebbe accordare in 
alcun modo la seconda senza dimostrazione , cioè che la circonferenza è 
■ampre maggiore del perimetro del poligono circoscritto. 

ui. Dalle cose precedenti risulta che non potendosi ammettere coma 
evidente il principio di Archimede , convicn provarlo a rigore. Or chiun- 
que vorrà rigidamente esaminare le dimostrazioni di questo principio fiu 
qui conosciute, vedrà eh’ esse, niuna esclusa, non provano nulla, allorché 
si vuole lasciare al cerchio la sua genesi dipendente dalla sua definizione, 
e non si vuole considerarlo come un poligono di un numero infinito di lati. 
Ma desiderando che il lettore abbia una prova delle nostre assertive, ri- 
porteremo qui in appresso la dimostrazione del principio di Archimede 
fatta dal celebre Bertraod di Ginevra , che fra tutte sembra la più convin- 
cente. Ecco a cho questa dimostrazione si riduce. Nel cerchio s’ iscriva 
un esagono regolare , c per i vertici dei suoi angoli si conducano le tan- 
aenti ai cerchio medesimo , lo quali incontrandosi fra loro formeranno 




NOTA 



/ 



92 



l'esagono regolare circoscritto; indi s’iscrivano , e li ci rcoscriTano i po- 
ligoni regolari di in, 24, 4 $< 96 lati, eco. 

Ur due lati d’un triangolo essendo maggiori del terzo , é chiaro eli» 
raddoppiando di continuo il numero dei lati dei poligoni regolari iscritti 
e circoscritti, il perimetro dell’iscritto andrà crescendo sempre, roentreebè 
il perimetro del circoscritto diminuirà; nondimeno questo accrescimento 
da una parte, e questa diminuzione dall’altra con faranno mai divenire 
il perimetro del poligono regolare circoscritto minore del perimetro del 
poligono rogolare iscritto del medesimo nome , il quale per la citata pro- 
prietà del triangolo rimarrà in vece sempre minore del suo corrispondente 
circoscritto. 

Olire a ciò. un lato dei poligoni regolari iscritti o circoscritti , di cui 
è parola , potrà diminuire ai di sudo di ogni lunghezza data. Infatti , 
supponiamo che quel lato non possa mai divenire minore di una certa 
parta comunque piccola del raggio, che chiameremo K.; ne consegui- 
rebbe che dopo un n un ero n di duplicazioni del numero dei lati degli 
esagoni primitivi, i 'perimetri dei poligoni regolari risultanti da queste 
duplicazioni sarebbero uguali o maggiori delia lunghezza E presa 6, 12, 
24, 4»% 9 ti volte, cc. ; il che renderebbe il perimetro del poligono iscritto, 
e quello del circoscritto maggiori di qualsivoglia grandezza data , poi- 
ché n può essere un numero tanto grande quanto si vuole. Ma ciò sarebbe 
un manifesto assurdo , perchè il perimetro dei poligono regolare circo- 
scritto , che dopo un numero n di duplicazioni diverrebbe maggiore di 
qualunque grandezza data , è sempre minore del perimetro dell’ esagono 
regolare circoscritto. Dunque dovendo i lati dei perimetri iscritti e c>r- 
scritli diminuire continuamente , sino a divenire minori di qualunque 
lunghezza data f 1’ unico termine della loro diminuzione dovrà essere lo 
zero ; e però in tali perimetri non si potrà ravvisare alcuna retta di 
lunghezza finita , c 1’ ultima loro forma darà una linea curva. 

. L’autore imprende poi a dimostrare che questa curva è la circonfe- 
renza del cerchio intermedio ai poligoni iscritti e circoscritti : il ragio- 
namento che fa è assai ingegnoso , ma non possiamo riportarlo perché 
lungo , e di più non è necessario al nostro scopo. Ciò premesso egli 
conclude che la circonferenza essendo il limite della dilatazione dei po- 
ligoni regolari iscritti , e della contrazione dei poligoni regolari cir- 
coscritti del medesimo numero di lati, la sua lunghezze dorrà esser mag- 
giore del perimetro di un poligono regolare iscritto, c minore del peri- 
metro di un poligono regolare circoscritto. 

se. Questa dimostrazione di Bertrand é luminosissima, ma essa non 
dimostra adatto il principio di Archimede per quelli che vogliono bandire 
dalia geometria la considerazione dell’ infinito , ossia per quelli che non 
vogliono considerare il cerchio come un poligono regolare di un numero 
infinito di lati. Infatti, un lato di poligono regolare iscritto o circoscritto 
potrà , come Bertrand ha dimostrato , divenire tanto piccolo quanta si 
voglia , ed avere per limite lo zero , ma si potrà anche sostenere senza 
replica che non arriverà mai a questo limite, ossia che il poligono 
iscritto o circoscritto resterà sempre poligono per quanto piccoli si voglia- 
no i suoi lati, c però due lati del poligono circoscritto rimarranno sempre 
distinti dall’ arco di circolo intermedio , nel che consiste la difficoltà del 
principio di Archimede. Laonde , volendo stare all’ estremo rigore del 
ragionamento , dalla dimostrazione del Bertrand si potrà dedurre sola- 
mente che i perimetri dei poligoni regolari iscritti , e circoscritti ten- 
dono ad uguagliarsi , ma nulla si potrà concludere intorno alla gran- 
dezza della circonferenza rispetto a quella dei perimetri accennati ; anzi, 
come più sopra abbiamo dimostrato , può nascere il dubbio che nella se- 
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rie indefinita dei poligoni circoscritti se ne trovi qualcuno, che abbia il 
suo perimetro minore della circonferenza. 

Dunque non si può dimostrare il principio di Archimede senza consi- 
derare il cerchio come un poligono regolare di un numero infinito ili la- 
ti. E si noti che la dimostrazione di Bertrand in ultima analisi si riduce 
a provare la esattezza di un tal concetto , da cui p .i il celebre geome- 
tra trae come conseguenza il principio ili Archimede ; poiché egli con- 
sidera la circonferenza come il risultamenlo ultimo della dilatazione ilei 
lati del poligono iscritto , e del ristringimento dei lati del poligono cir- 
coscritto. 

Ma si potrà dire .- se il principio di Archimede è la conseguenza che 
risulta dal considerare il cerchio come un poligono regolare di un nu- 
mero infinito di lati , perché si d..vrà far uso ili questo oscuro concetto, 
nel quale si considera l’ infinito rome realmente esistente , e non ser- 
virsi piuttosto di quel principio Archimedeo , che ha il vantaggio inne- 
gabile di essere espresso in quantità finite , c perciò si. presenta limpido 
e chiaro alla mente ? L’ osservazione é giusta ; ma che si guadagne- 
rebbe operando in tal modo ? Si eviterebbe in apparenza , o per meglio 
dire si nasconderebbe 1’ idea dell’ infin to , senza poterla escludere ctfet- 
tivamente come ha potuto fare Euclide nel libro dodicesimo de’ suoi ele- 
menti. Oltre a C'ò si anderebbe incontro a dimostrazioni pesanti-, diffi- 
cili ad apprendersi ed a ritenersi , e nelle, quali non si vede la traccia 
del cammino seguito per arrivare allo scoyerla della proposizione elie si 
vuole dimostrare. Le difficoltà non si vincono col dissimularle ma con 
attaccarle di fronte. E qui giova ripetere ebe Archimede evitando , al- 
meno in apparenza , la considerazione lell’infinito agl saggiamente, avuto 
riguardo ai tempi ; ma è assai curioso il vedere con quanta cura doftis- 
rai geometri ilei nostri giorni si fieno alfa! cali a qioscbcrare l’ iJea del- 
l’ infinito che volere o non voi -re s’incontra sempre nelle dimostrazioni dei 
teoremi del geometra di Siracusa ; ed un siffatto prò edere é tanto più 
sorprendente quanto clic la consid, razione dell' infinito costituisce , per 
cosi dire, lo spirilo delle Matematiche moderne, le ./uali per essa si sono 
rese tanto superiori alle antiche ■ 

Per tal modo lo stesso Bertrand , cui era familiare la considerazione 
dell’ inGnito , e 1’ aveva già introdotta nelle primo lineo della geometria 
piana trattando del famoso postulato V. ili Euclide , non ebbe il corag- 
gio di usarne liberamente nel soggetto di cui ragioniamo,, e dall’ egre- 
gia sua dimostrazione , volle piuttosto , con poca esattezza , ricavare il 
principio di Archimede , ctie ton tolto il ricorc la pruova del concetto 
di potersi considerare il cerchio come un poligono regolare di un numero 
infinito di lati , vero e solido fondamenti) della teorica dei corpi rotondi. 
Tanta è la forza di un' antica , tradizionale opinione! 

Il metodo degl’ infinitamente piccoli poggia dunque sulle stesse basi 
del metodo di esaustone adoperalo all» maniera di Archimede , come si 
deduec chiaramente da quanto fin qui si ò esposto , c conio dice anelli; 
Lenissimo 1’ illustre geometra B scovici) (*). So non che il primo é più 
generale e più semplice, onde merita di essere preferito; purché però si 
applichi in modo da non degenerare in ragionanieuti vaghi cd inesatti (**)• 




(*) Melhodus , (juam cxhaiistiunum racanl , eodem J andamento inni li- 
tur , ijiio melhodus tu fuiilesimalis , ted multo est imphcalior , et longior. 
Elem. Molli. T.m. I puragr. nS. 



(**) Tali sono quelli ragionamenti , con i quali alcuni autoli preten 
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Disgraziatamente si è creduto che il metodo di esanstione , tradotto per 
semplicità in quello degl’ infinitamente piccoli avesse perduto non poco 
■tri suo rigore; ma noi ricorderemo a questo proposito la sentenza del cele- 
bre Cavalieri , la quale ci sembra abbastanza provata da ciò che precede , 
ed è die considerando il cerchio come un poligono regolare il’ un nu- 
mero infinito di lati , non s’ intende già di snaturare , per dir cosi , la 
continuità di tal curva , ma solo di applicare ad essa il ragionamento 
rigoroso che ha lungo per quel poligono (***) E però , nel fatto , la 
pretesa esattezza del metodo di esauslione si riduce a stancare lo studente 
facendogli percorrere un cammino lungo e tortuoso ; e quello che gli 
Antichi hanno seguilo lo è a tal punto che alcune proposizioni esposte 
alla loro maniera appena sono state comprese da geometri abilissimi, men- 
trechè esposte con i melodi moderni s’ intendono colla più grande faci- 
lità. Non s* * incontrano forse bastanti difficoltà naturali da superare in 
una carriera così vasta qual è quella delle Matematiche , per doverne 
creare altre inutili ? Venendo alla conclusione diciamo che se qualcuno 
è da tanto da dimostrarci i teoremi di Archimede col metodo di esau- 
stone adoperato alla maniera di Euclide , o piuttosto di Eudosso (*), al- 
lora converrà sbandire , come più volte abbiam ripetuto , le dimostra- 
zioni fatte colla considerazione dell’ infinito ; ma finché ciò non si faccia 
noi persistiamo a credere che le cose debbano presentarsi come sono , e 
non sotto al velame di principj , che mascherano le idee ed impediscono 
di vederle nel loro vero aspetto. 

s3. Ci resta finalmente a dire qualche parola intorno ai triangoli sfe- 
rici. Avendo noi supposta la semplice conoscenza dell’ Aritmetica volga- 
re , abbiamo dovuto attenerci ad un linguaggio puramente geometrico , 
senza le abbreviazioni dei simboli algebrici , come ha fatto Legendre , 
cd altri ancora ; nondimeno abbiamo avuto cura di conservare le frasi 



dono dimostrare che la sfera ha per misura la sua superficie moltipli- 
cata pel terzo del raggio ; poiché non provano , ma assumono con ragio- 
ni vaghe , che la sfera può considerarsi come un poliedro di un infinito 
numero di facce. 

(***) ]y on f necessità di supporre le quantità continue come compo- 
ste di queste parti indivisibili , ma solamente che osserveranno le medesime 
proporzioni di quelle parti. Geom. lndiv. lib. VII ( nel preambolo ). 

(*) Archimede scrivendo a Dositeo dice che Eudosso fu primo a di- 
mostrare che ogni piramide é la terza parte del prisma della stessa base 
e della stessa altezza , e che ogni cono è il terzo del cilindro della me- 
desima base ed altezza. Da ciò é facile dedurre che il libro dodicesimo 
di Euclide appartiene ad Eudosso ; e se ciò vorrà negarsi , si dovrà ac- 
cordare per lo meno che questo geometra conobbe il metodo di esausto- 
ne , il quale fu in appresso perfezionato da Archimede. Laonde si (fatto 
metodo appartiene esclusivamente alla nostra patria; dappoiché Eudosso ap- 
parteneva alla Scuota Italica , siccome ha provato il eh. Professore F. de Lu- 
ca in alcune dotte Memorie, nelle quali con argomenti invincibili ha riven- 
dicali a quella scuola la gloria delle principali scoperte dell’ antica geome- 

tria che Montucla aveva malamente attribuite alla Scuola Platonica. Ed a 

questo proposito non vogliamo tacere che anche il libro quinto degli ele- 
menti di Euclide si attribuisce ad Eudosso ; in guisa che questo celebre 
geometra é 1' inventore di tutto quelle forme di ragionamento adoperate 
dagli Antichi a fine di evitare la considerazione dell’ infinito, tanto nelle 
quistinni spettanti al passaggio dal commensurabile airincomm-nsurabile, 
quanto in quelle relative al passaggio dalle linee rette alta curve. 
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dei moderni geometri , badando solamente a spiegarne diligentemente 
il senso quando potevano dar luogo a false interpretazioni. Cosi , per 
esempio , si troverà minutamente spiegalo il significato della enunciazio- 
ne data da Legendre , e da noi riportata in uno scolio , della pro- 
posizione relativa alla misura del triangolo sferico. Questa enunciazio- 
ne è stata dichiarata erronea da alcuni , i quali nelle cose geome- 
triche pretendono che l’allontanarsi dalle forma adottate dagli Anti- 
chi conduca all’ errore. Ed in che consiste esso mai nel nostro ca- 
so ? Consiste , si risponde , in ciò che nella misura del triangolo sfe- 
rico il geometra francese manifestamente stabilisce un rapporto tra 
quantità eterogenee , tanto maggiormente che lo stesso geometra nel 
corollario a prop. ao aveva distinte due specie di unità , una per gli 
angoli , e l’altra per le superficie. 

Appunto perche Legendre aveva fatta quella distinzione nella prop. 
ao, gli era permesso di enunciare la prop. a3 dicendo che la super- 
ficie di un triangolo sferico qualunque ha per misura l’eccesso della 
somma dei suoi tre angoli sopra due retti. E Io fece per brevità di 
linguaggio ; lo fece ancora per un altro ben più importante oggetto, 
cioè per avvezzare fin dagli elementi i giovani a questa specie di 
considerazioni ; perocché chi non conosce quanta sia difficile la di- 
stinzione e 1’ uso conveniente delle diverse unità nelle forinole della 
Meccanica , dell’ Astronomìa , e della Geodesia ? Ma i censori dei mo- 
derni scrittori di elcnfcifli geometrici hanno pronta la risposta, poiché 
dicono che la geometria non deve abbassarsi a queste considerazioni , 
essendo contrario alla sua dignità ; in guisa che la geometria , stando 
a queste vedute , dev’ essere una scienza di puro lusso, cioè non deve 
servire a nulla 1 

Sembra però che della nobiltà della geometria ben diversamente sen- 
tisse quel profondo pensatore di Pascal , quando parlando senza dub- 
bio di codesti geometri puramente speculativi, cosi esprimevasi in una 
sua lettera a Fermai: 

> Car puor vuos parler franchement la Geometrie je la trouve le 

> plus baut exercice de l’ esprit , mais en ménte ternps je la connois 

> pour si inutile que je fais peu de difiercnce entro un lioinmc qui 
» n’ est que Geomòlre , et un habile artisan ( Vedi le Opere Potiume 
di Fermai ). 

Questa sentenza deve andare poco a sangue agli amatori dolla geo- 
metria di lusso ; ed é poi tanto più dura in quanto ebe viene pro- 
nunziata da un geometra sublimissimo. 

Ne qui finisce il ridicolo della censura fatta al Legendre intorno 
al triangolo sferico. Infatti si suppone , nientemeno , che avendo que- 
sto geometra assunto per unità di superficie quella del triangolo sfe- 
rico trireltangolo , ne risulti per conseguenza essere il raggio della 
sfera uguale all’ unità (?) ; onde si accusa il Legendre di non indi- 
care come dovrebbero valutarsi le parti della superficie di un’altra 
sfera che avesse per raggio II ! 

Con ragione* dunque i censori condannavano le enunciazioni di Le- 
gendre e di Lagrange. ( Vedi Sezione I pag. 88 ) rondate sulla considera- 
zione delle unità, delle quali avevano una cosi contusa idea. 

Infatti , quando il triangolo trireltangolo si assume per unità di su- 
perficie , la superficie della sfera viene espressa da 8, quella del cer- 
chio massimo da z, ed il raggio di questo cerchio è per eonfegnen- 
z» uguale alla radice quadrala di jji i. Laonde i censori del Legen- 
con la nuova loro osservazione vengono a stabilire una uguaglian- 
za di ionio tutto r" vo . ciocche la radice quadrata di j/ii c ir':-*'- 



4 



96 N Ò t A 

ad r ; e così , mentre si mostrano scandalizzati della sola apparenza 
di una relazione fra quantità eterogenee , cadono , senza avvedersene, 
essi stessi in una solenne uguaglianza fra un numero intero ed un 
numero irrazionale 1 

Questi erronei giuilizj intorno al linguaggio dei moderni geometri sem- 
brerebbero incredibili, se non si trovassero registrati in scritture messe 
a stampa , nelle quali alcuni grandi ammiratori degli Antichi pronun- 
ziano le più strane sentenze contro i più celebri Matematici moderni 
e ciò fanno da più anni con inaudita persrveranza. Ma qual è la causa 
di questa censura sistematica ? Leggendo solamente ciò che i censori 
hanno detto intorno alle misure , alla geometria analitica , alla Mec- 
canica di Lagrange , ec. sarà facile la risposta. 

Infatti, si vedrà che questi non solo hanno quasi come non avvenuto quan- 
to in matematica si é inventato dopo Eulero , ma stimano che nella scienza 
debbano mantenersi le stesse fi rme ilei geometri antichi. Secondo questa 
veduta una dimostrazione qualunque non è esatta , un problema qualunque 
non è ben risoluto, se non indossano la clamide ed il coturno alla greca , e 
sotto questo rapporto non sono isfuggiti ullacensura neppureNcwton ed Eule- 
ro. Quindi volendo lutto ridurre alla maniera, ed al nitore degli antichi sono 
andati cercando negli scritti dei sommi geometri nei da estirpare dove non 
esistevano, e perciò dicono che Newton non ha ben risoluto il problema 
delle tazioni e quello delle quattro rette, elio Lagi^qge ha sbagliata la dimo- 
strazione del teorema di Cotcs , ed ha abbozzala la soluzione del probfema 
del Cranier , che gli autori moderni di geometria analitica hanno malamente 
dimostrate le proprielù delle sezioni coniche, che Legendrc ha detto spropositi 
sul triangolo sferico, e Monge nella geomclria Descrittiva, e via discorrendo. 
E cosi facendo gli autori delle scritture summenbvate credono d’ impedire 
il decadimento delle matematiche, onde escludono dal numero dei geometri 
e chiamano analisti quelli, i quali non solo pensano diversamente, ma so- 
stengono che 1’ analisi algebrica può risolvere i problemi di geomclria senza 
seguire a passo a passo 1’ analisi geometrica degli antichi, la quale è ob- 
bligata a camminare culle grucce, dovendosi quasi sempre appoggiare a 
Lemmi, ossia alle proprietà particolari del soggetto, e non già ai principi! 
generali di geometria come fa l’analisi algebrica. 

Ma non è questo il luogo di discutere intorno a queste cose, e fortunatamente 
siffatta discussione sarebbe inutile, poiché le matematiche hanno fatto tra 
noi pogressi tali , che nei principali stabilimenti scientifici s’insegnano le 
più celebri istituzioni moderne, onde quelle scienze cosi importanti trovansi 
• livello di quanto si pratica nelle più famose università di Europa. 
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